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第 一 章 
整 函数 的 概念 


1 处 处 收敛 的 杖 级 数 
to 十 918 十 Qa029 十 十 Ca" 十 s (1) 
是 多 项 式 概念 的 自然 推广 
如 果 式 中 从 其 一 个 n+ 开始 记 有 的 系数 都 转化 为 零 , 那 
末 , 作为 这 种 短 级 数 的 特殊 情况 ,我 们 说 得 到 次 数 不 超 过 "的 
多 项 式 ; 
P(%) 一 ao 十 cd 十 … 十 Go00。 (2) 
从 中 学 课本 就 已 知道 的 最 简单 的 宕 级 数 
于 十 2 十 双 十 十 加 十 … 
不 是 处 处 收敛 的 ; 它 仅 当 |e| < 工时 收敛 . 在 |z| 之 1 时 , 因 系 
数 太 大 (这 里 对 任何 ”都 有 = 已 而 不 能 收敛 
可 以 证 明 , 当 且 仅 当 
lim 必 [oo| ~0 《3) 
时 , 协 级 数 () 才 对 任何 几 收 全 ， 


这 里 我 们 仅 限 于 证 明 条 件 的 充分 性 , 在 4 一 0 时 ,级 数 (1) 
收敛 。 今 设 2 关 0， 于 是 ， 条 


等 可 汪 或 lwllel< 去 
成 立 ， 但 是 , 这 并 着 当 > 时 ， 级 娄 人) 的 及 有 项 证 
对 值 比 以 子 为 公 比 的 几何 级 数 的 项 来 得 小 。 所 以 级 数 (不 


一 1 


但 收敛 ,并 且 绝 对 收敛 。 

以 下 我 们 将 认为 条 件 (3) 是 满足 的 .实际 上 , 有 时 为 方便 
计 ， 我 们 利用 级 数 人 (四 处 处 收敛 的 一 个 更 简单 的 充分 条 件 ( 但 
非 必要 条 件 )， 


lim 乞 世 一 0. (3") 


n=»00 Cn 
事实 上 ,在 这 种 情况 下 ,级 数 (DD 的 后 项 与 前 项 的 比 
Qn Ot" = (Qnr1: On)d 
(假定 as 和 0,w 关 0) 的 极限 同样 是 零 . 根据 著名 的 达 妆 贝尔 判 
别 法 就 豆 知 道 ,级 数 对 任意 2 收敛， 
例如 , 因为 


lim Ylim 1 -0, 


nw300 多 


Ww 3 


rn 
更 十 更 


所 以 级 数 z 十 + 


处 处 收敛 ， 


和 28 
级 数 十 3 二 下 


同样 处 处 收 化 ,因为 
if 
2， 处 处 收敛 的 寄 级 数 (T) 的 和 叫做 整 函数 ， 
由 此 得 出 ,每 一 个 多 项 式 都 是 整 函数 ， 
整 函数 的 其 它 例子 有 指数 函数 ww(0<o，a 力 ，oosz， 
sinw， 事实 上 , 在 数学 分 析 教 科 书 中 (借助 于 泰勒 公式 ) 已 证 
明了 它们 中 的 每 一 个 都 可 事 为 处 处 收敛 的 寒 级 数 的 和 


gr 1+ 2+ 2 ee 二 六 ne)” 十. (4) 


-~ 3 一 


03 wt 
c0s4 一 本 3 十 3 一 (5) 


的 bo 0 ,, 
smz 一 一 3 十 可 。 (6) 


在 & 一 e 一 2.71828…(e 是 无 理 数 ) 的 特殊 情况 下 , 我 们 由 
公式 志 得 到 : 
02 


z v " 
e -1+ 守 + 如 + 二 训 二 … (7) 
从 这 些 公式 出 发 ， 可 以 得 到 整 函 数 的 其 它 一 些 简 单 的 例 
子 : 


等 等 。 
所 有 这 些 例 中 的 整 函 数 或 者 是 初等 的 (指数 函数 和 三 角 
函数 ), 或 者 是 初等 函数 的 简单 组 合 。 


一 3 一 


但 是 , 当然 , 整 函数 远 不 是 总 能 表 成 初等 函数 的 组 合 ， 例 
如 整 函 数 


2 


Jo) = =2+ -mr + 每 十 : + … 


wv ri 
9 一 ~ rt i : 


2 
h(e) 一 2 十 -和 十 每 二 .十 十- … 


训 是 这 种 例子， 还 有 无 穷 多 个 由 形 如 (的 级 数 定义 的 其 它 鲍 
子 , 只 要 它们 的 系数 满足 唯一 的 条 件 (3)， 
3. 到 现在 为 止 我 们 研究 的 整 函 数 痢 默 不 作 声 地 修 定 了 

吞 级 数 的 系数 是 实数 , 并 且 变 景 ww 也 取 实 值 ， 但 是 没有 什么 

会 妨 但 我 们 把 这 一 级 数 或 那 一 级 数 认 为 是 复数 的 ， 具 要 预先 
假定 级 数 的 系数 满足 条 件 (3)、 事 实 上 ,在 复数 z 取 任何 模 信 
的 情况 下 ,这 个 条 件 保 证 了 级 数 的 绝对 收敛 性 . 下面 ,为 了 避 
免 误 会 起 见 ,我 们 继续 用 字母 表示 实数 , 而 复 自 变 量 我 们 将 
用 字母 : 来 表 直 设 z=z 十 iy, 其 中 和 YY 是 实数 ,= vv 一 工 
象 通 常 一 样 ， 复 数 z 在 几何 上 用 以 2 和 4 为 坐标 的 乎 面 上 的 
点 来 表示 ， 特 别 地 , 当 4=0 时 :就 取 实 值 * 一 %， 任何 整 函数 
a 全 平 丙 上 的 复 变 量 ? 的 函数 ， 对 指数 医 数 

三 角 画 数 我 们 将 沿用 以 前 的 名 称 和 记号 ,我 们 有 ， 


四 22 23 4 2 
€ 二 -+ I (7) 
本 4 
COg%=1— 3 十 可 i -Er "(8) 
gin ge 一 … 十 (一 了 ”1 2 了 es (9) 
8! 65! Qn 


和 4， 整 函 数 是 复 变 量 解 析 函 数 的 特殊 情况 .如 果 复 平面 上 
任 一 区 域 G 内 的 每 一 点 2 都 对 应 于 一 个 确定 的 复数 w， 就 说 
~ 4 一 


在 区 域 3 上 定义 了 一 个 复 变量 z 的 阔 数 ; w 称 为 函数 在 z 的 
值 ,并 记 为 

Wo—f (2); 
符号 了 可 换 用 其 它 拉 丁字 母 或 希腊 字母 来 变 示 , 

设 人 一 Fe) 是 定义 在 区 域外 上 的 一 个 函数 ， 如 果 对 于 区 
域 G 内 的 每 一 点 z， 都 可 以 指出 一 个 邻 域 (如 以 这 一 点 为 中 
心 的 圆 )， 在 这 个 邻 域 中 函数 值 可 以 录 孙 为 “一 2 的 宕 级 数 的 
和 ， 

妨 一 三 (2) 一 Co 十 ci 人 (2 一 20) 十 ca(z2 一 20)2 十 … 
十 cofz 一 20)2 十 …， (10) 
那么 ,这 个 复 变 函数 叫做 在 区 域名 内 的 解析 函数 ， 

特别 地 ， 当 区 域 人 # 是 以 点 加 为 中 心 的 圆 时 ， 要 (2) 在 区 
域内 是 解析 的 , 只 要 级 数 (10) 在 整个 圆 内 玫 示 函数 (2) 就 
可 以 了 . | 

为 了 得 到 f(z) 在 这 个 圆 的 另外 任意 一 点 各 的 部 域 中 的 略 
级 数 展 式 , 只 要 在 公式 (10) 中 把 > 一 2 表示 为 

2 一 0 一 必 一 对 ) 一 (2zo 一 二 )， 
并 按 差 2 一 飞 的 宪 展 开 级 数 指 每 一 项 cu( 一 2) ”然后 把 2 一 
的 同 次 宕 的 项 归并 在 一 起 (也 就 是 合并 同类 项 ). 

对 于 帮 形 区 域 所 说 的 话 ， 同 样 适用 于 当 邓 是 整个 复 平 面 
的 情况 ; 整个 复 平面 可 视 为 中 心 在 任何 一 点 ,譬如 说 在 坐标 原 
点 ,半径 为 无 穷 大 的 圆 . 

在 这 神情 况 下 , 在 公式 (10) 中 可 设 z 一 0, 并 要 求 级 数 在 
整个 平面 上 收敛 (正如 了 上 面 亡 说 的 , 是 处 处 收 伍 的 守 级 数 ) 

于 是 ， 整 西数 (2) 可 定义 为 在 整个 复 平 面 2 上 解析 的 复 

5. 复 变 函 数 了) 在 它 的 定义 域内 任 一 点 z 的 导数 定义 

-一 


为 当 ->as¥ 人 时 比 汪 于 二 了 9 的 极限 (如 果 它 存在 )， 也 


就 是 
f° (2) =lim 了 CD —f (2) ， 


和 一 多 
由 导数 的 这 个 定义 可 以 导出 求 导 数 的 法 则 ， 这 些 法 则 对 
于 实 变 函 数 的 情形 已 经 建立 了 ， 对 于 复 变 函数 的 情况 仍然 保 
持 成 立 。 特 别 是 ， 
[Ge 一 2o) 仆 一 22 一 加) 7. 
可 以 证 明 ， 在 以 为 中 心 的 某 一 圆 内 收敛 的 突 级 数 (10) 
的 和 在 这 一 圆 内 具有 任意 阶 导数 .其 中 每 一 个 导数 都 可 用 对 
级 数 (10) 进 行 相应 次 数 的 逐 项 微 商 的 方法 得 到 . 
六) =61+202(2—20) 二 B68 (2 一 0)? 十 "… 
二 ncn (2 一 20) "1 十 。…， 
ff" (2) =1.209+2.803(2—20) 十 … 
十 (m1)ncn (2—20) "2 十 …， 
ff" (2) =1.2.8c3+2.38.40.(2--20) 十 …。 
+ (n—2) (n—1)nen(2—20)" 十， 
作为 例子 , 用 逐 项 求 导数 的 办 法 从 公式 (7)，(8) 和 (9) 我 
们 得 到 
(e*)’=e:, (c082)’=—sinz, (sin2)’=c09z. 
在 了 2)， 广 (2)， 了 (2) 了 (2),… 的 级 数 中 设 2 一 zo, 我 们 
得 到 
Co—f (20), C1=f' (20), 
oo) f° (0) .. 


03 一 一 一 一 一 一 Cp = 2 


! 2 Ed p! 


因此 ， 攻 级 数 的 系数 用 级 数 和 的 诸 导 数 在 点 和 的 值 表示 了 出 
来 .所 以 , 表示 函数 /2) 的 级 数 可 以 记 为 


f 0 =f 0) + LR Gm) 
RC (% 一 20)? 十 …, 


这 种 形式 的 级 数 叫做 函数 f(z) 的 泰勒 级 数 。 这 样 一 来 , 解析 
函数 f(%) 的 震级 数 就 是 它 的 泰勒 级 数 . 
由 震级 数 的 系数 表达 式 可 得 , 如 果 两 个 接 2 一 各 的 罕 展 开 
的 霸 级 数 的 和 在 某 个 以 加 为 中 心 的 某 一 个 圆 内 重合 ， 那 末 ， 
2 一 20 的 同 次 加 项 的 系数 一 定 两 两 相等、 
事实 上 , 如果 
00 十 ai(z 一 加 ) 十 … 十 Qn (2 一 Z0) ?十 怀 
一 po 十 04( 人 一 2 加) 十 … 十 bn(2 一 20) "十 … 一 了 (2)， 


_/ (®) (go) _/ tm) (z0) 
那 末 ， ao 和 加 一 二 


这 就 是 , 在 2 一 0, 二 2，3，… 时 ,mm 一 pf) 所 指 的 是 和 函 
数 了 C2) 本 身 ,而 0! 理解 为 等 于 4). 

由 震级 数 的 和 有 导数 这 一 事实 推出 ， 在 区 域 邓 内 解析 的 
函数 F(2) 在 这 个 区 域 的 每 一 点 有 导数， 也 就 是 在 区 域 @# 内 可 
徽 ; 所 以 它 在 区 域 作 内 也 是 连续 的 。 

这 就 是 为 什么 复 变数 的 解析 函数 的 定义 可 以 表述 为 下 面 
的 形式 ; 定义 在 某 个 区 域 G 内 的 复 变数 z 的 函数 f(z), 如 果 
它 在 G 内 是 可 微 的 , 则 称 它 在 这 个 区 域内 是 解析 的 ， 在 函数 
论 的 教科 书 中 通常 用 的 就 是 这 个 定义 ， 

因此 , 整 函数 可 以 定义 为 在 全 平面 可 微 的 函数 ， 

设 f(z) 和 yg(z) 是 任意 两 个 整 函 数 。 由 求 导 法 则 可 得 ， 

[f (2) 4+9(%] =f 2) +g (%), 


[fC2) :9C2)] = f (2)9C2) 十 了 (29 (2), 
[5 7 ] = 20 2 3 (2) (车 g 扩 0)， 
Tm 

由 前 两 个 公式 可 得 , 两 个 整 函 数 的 和 、 差 、 积 是 整 函 数 . 

由 第 三 个 公式 可 得 , 当 人 及 你 处 不 为 下 四 两 个 整 函数 的 
商 仍然 是 整 函 六 

第 四 个 公式 是 复合 函数 求 导 法 , 急 它 可 得 , 整 函数 的 整 函 
数 仍然 是 整 函 数 。 


例如 函数 
Ce ee”, gin(e’), sin(cos?%) 
等 等 都 是 整 函 数 
6. 由 于 处 处 收敛 的 宪 级 数 的 (绝对 ) 收 敛 性 , 它 具 有 许多 
有 限 和 的 性 质 ， 


”在 任何 情况 下 , 对 星 级 数 施 行 加 法 、 减法 和 乘法 运算 , 象 
对 依 2 的 升 筹 排列 的 多 项 式 施行 相应 的 运算 一 样 ， 服 从 相同 
的 法 则 。 例 如 , 如 采 

f 02) 一 ao 二 042 十 aa23 十 … 十 Ga22 十 wy 
9(2) 一 bo 十 018 十 Do 十 … 十 bng* 十 …， 


那 末 ， 
f(z2) 9g(%) =a0tDbot (81 十 bi)2 十 (wa 十 Do) 十 ，…: 
十 (@n 十 BD)Zr 十 …， 
f (2)9(2) = aodo (gobi + Qibo)z 
十 (gobs 十 8101 十 Qa00)2 十 一， 
二 (go0nc+ GDn_1+ CabDn_2 


| GD 
十 十 Qnbo)2" 十 "…。 | 


如 果 还 知道 y(2) 对 任何 的 z 都 不 为 零 , 那 末 可 以 断言 ( 见 5)， 
商 fcz) : 9(2) 是 整 函数 ;相应 的 宕 级 数 由 9(0) 的 寡 级 数 去 除 
了 的 害 级 数 得 到 ， 除 法 法 则 与 排列 好 的 多 项 式 的 除法 相 
同 . 

我 们 来 做 这 个 运算 的 前 面 几 步 ， 

Qo 十 8 十 Uae 十 十 nz 十 :|bo 十 012 十 D222 十 十 Dnz* 十 "…* 


Wo 十 Q100— Wo01 


本 页 Ze 


b b 
一 ao 十 一 了 二 + 2 2 


Cl10o0 一 a Webo— woba 
Bo 2 十 友 


十， 
Gdpo 一 ob 。 J (bo— Qob1) D1 2 
-而 和 页 ?+ 


刘 十 .…。 


(abo 一 Gb bo -~ (gib0— Cop1) bi , 
bs 


he 一 060 十 6 十 ca22 十 十 Cn2 十 (12) 


这 里 co, cu ca, … 具 有 上 面 所 求 出 的 值 ( 见 商 的 前 几 项 )。 可 


以 相 信 ， 商 的 每 一 个 系数 Cr hh 可 由 前 前 面 的 系数 Co, C1) “Cn—1 通 
过 公式 


_ CoDn 十 C10n_i 士 十 Cn_101 18 
ol 


来 表示 ， 
了. 我 们 看 整 函 数 (7), (8) 和 (9)。 在 公式 (7) 中 设 2==iw， 
其 中 包 仍 是 复 变 数 , 我 们 求 得 ， 


wm, 
ti a Br +art 


由 此 ( 同 公式 (8) 和 (9) 比较 ) 

i? = C080 i gin w, (14) 
这 就 是 通过 三 角 函 数 表 达 指 数 函 数 的 著名 的 欧 拉 公式 , 注意 ， 
在 公式 (8) 和 (9 中 ,余弦 的 分 解 式 只 包含 变数 的 偶 次 等, 而 正 
弦 的 分 解 式 只 包含 变数 的 奇 次 震 ; 因 此 ， 对 变数 的 复数 值 而 
言 , 余 落 是 侦 画 数 而 正 攻 是 奇 函 数 。 所 以 把 ww 换 成 一 w 公式 
《14) 就 变 为 下 面 的 公式 ， 

6-im = 008 00 — dain dw. (15) 
把 公式 (14) 和 (15) 逐 项 相 加 和 相 减 ， 又 可 得 到 两 个 用 指数 函 
数 表 示 三 角 函 数 的 欧 拉 公 式 ， 


$0 —iWw i —iw 
EC é 。 2 一 
o0swW— sinw= 一 3 一 . (16) 


由 欧 拉 公式 知道 ,在 整 冰 数 的 领域 中 可 以 这 样 说 , 复 变 数 的 指 
数 函 数 和 三 角 函 数 是 亲缘 最 近 的 ， 

从 级 数 相 乘 的 例子 我 们 可 构造 出 扩 的 级 数 和 e* 的 级 数 
的 乘积 ,其 中 尺 和 因 是 任意 两 个 复数 . 


因为 后 =1T+ 和 二 从 二 刘 十 上- 弛 十 
i! 2! 8! nt! ’ 


2 3 和 
PP 
rirtartsart'+ar +t" 


所 以 


一 10 -一 


en65 一 二 十 去 (Zi 十 22) 十 可 (22 十 22129 十 22) 


i122 十 红 ) 十 … 


381! 
| TI 


8! 
2111 


1 nt 
十 一 一 (a (nn— DiI bi 12a 


%! 


Ce A 一 2 2 [i 
十 人 一 2131 %1 一 2z2 十 


2 “0 
十 11 a1 ZTZ2 + 戏 二 


| 
一 + 和 ) 十 襄 - (01 十 29) 
于 (加 二 20) 5 十 十 二 (二 se 
BY nr 


由 此 得 出 
Ce% = Oto (17) 
这 个 公式 叫做 指数 函数 的 加 法 定理 ， 我 们 看 到 了 ,， 当 这 
一 函数 的 两 个 值 相 葬 时 ,相应 的 指数 (复数 入 和 加) 相 加 . 
特别 地 , 在 这 里 设 入 =2 和 各 一 一 2 我 们 就 得 到 ， 
exe 一 50 一 二 (18) 
由 子 这 个 公式 ,乘积 e,e™ 不 等 于 零 ,由 此 首先 推出 , 指数 函数 
6 永 不 为 零 ， 也 就 是 方程 “一 0 不 仅 没 有 实 根 也 没有 虚 根 (我 
们 把 不 是 实数 的 任何 复数 叫做 虚数 ; 例如 色 过 一 切 都 是 虚 
数 ). 
等 式 (18) 使 得 有 可 能 用 特殊 的 例子 去 检验 ， 如 果 分 母 总 
不 为 零 , 则 两 个 整 函 数 的 商 是 整 函数 ( 见 第 5 段 ). 商 1/e 显 
然 满足 这 一 条 件 ， 由 公式 (18) 可 得 ， 


这 的 确 是 一 个 整 函数 (在 公式 (7) 中 我 们 用 一 代 普 z 就 得 到 
它 ). 

下 面 将 证 明 ( 见 9)， 仁 何 处 处 不 为 堆 的 整 菠 数 ga) 者 可 
以 表示 成 glz) 一 60， 这 里 有 (2z) 也 是 一 个 整 函 数 . 

显然 , 商 - 思 2 可 以 表示 成 积 了 (De 的 形式 ， 由 此 又 
团 到 ,这 是 一 个 整 画 数 ( 作 为 两 个 整 西数 的 乘积 ). 

把 (14) 和 (15) 乘 起来, 我们 得 到 ， 


CY = (00sw+isiny) (cosw -tsinw), 


胃 由 等 式 (18) 得 ; 


工 一 cos?2 十 Sin220， (19) 
内 此 ,对 任何 复 变 数 的 值 正 歼 和 余 疏 的 平方 和 都 签 于 填 . 
在 等 式 (17) 中 设 锯 =z 是 任意 一 个 复数 , 而 如 一 2xi 我 们 
得 到 ， 


Ce2! 一 EC*+2mt 
但 是 根据 欧 拉 公式 (14) 
C2 0092 To sin 2 = 1; 


办 此 
6 一 ert2mt (20) 


有 即 , 指数 函数 是 以 纯 虚 数 2xrz 为 周期 的 周期 函数 . 

再 计算 复数 6 的 模 和 辆 角 。 根据 公式 (7) 我 们 得 到 ， 

EC2 = er tiy 一 ee 
但 是 er 一 cosy 十 ising 因此 ， 
6*=—6°(C0S8Y+ oSing), 

我 们 得 到 了 ee 的 三 角 函 数 霄 示 ; 7 (cosp 十 ising)， 由 此 得 出 ， 

[le|=e, Arg(e) =yt2nm (n=0, +1, +2,.…). 
所 得 公式 的 第 一 个 指出 ， 为 了 计算 6 的 模 只 要 在 指数 中 留 下 
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实 部 % 就行 了 (去 掉 被 因数 亡 ); 例如 ,|er+Y3| 二 6. 
8.， 我 们 来 研究 方程 
2 一 4. (21) 
因为 我 们 知道 , 当 4=0 时 这 个 方程 没有 任何 一 个 根 , 所 以 我 
们 认为 4 到 0， 由 复数 e* 和 和 相等 导出 ,它们 的 模 相 等 ,而 幅 
角 只 可 以 相差 2w 的 整数 倍 . 但 是 在 第 7 段 中 已 经 指出 ， 如 
朵 z==% 十 亡 , 那 末 ,e 的 模 是 6, 而 6? 的 一 个 幅 角 信和 是 . 
所 以 由 (2 了 0) 必 定 得 到 等 式 ， 
ee=|A|l, y=argAt+2nz (n=0, 1, +2,….), 
因此 , z~In|4| 而 
2=w+iy=In|A|+i(arg A+2nn), (22) 
nn 一 0， 土 1， 土 2，…, 
于 是 ， 方 程 (21) 的 任意 一 个 根 都 应 该 包含 在 公式 (22) 中 ， 反 
之 , 形 如 (22) 的 每 一 个 泊 ( 它 们 有 无 穷 多 个 ! ) 都 是 这 个 方程 的 
根 . 事实 上 ， 
Ce 一 ein i141l+iCarg A+2n7) 一 em 14 leilarg A+2n7) 
=|Al|[cos(arg A+2nz) +isin(arg A+2n7)] 
一 |4|feos(arg4) +isin(arg A)] =A4. 
这 就 证 明了 , 方 福 (21) 对 任何 的 4, 除 去 一 个 例外 值 4 一 0, 有 
无 穷 多 个 根 (22) ， 换 盲 之 ,无穷 高 次 方程 
2 
1! 
对 任何 复数 44 到 0 有 无 穷 多 个 根 ， 
自然 地 , 方程 (21) 的 每 一 个 根 叫 做 复数 和 4 的 (自然 ) 对 数 
值 . 以 。 为 底 产生 4 的 寡 指 数 一 般 记 为 Zn 4, 和 由 此 公式 (22) 
可 改写 为 下 而 的 形式 ， 
LnA=ln|A|-++iArg 4A~ln|A|+i(arg A+2n), (22’) 


22 人 
1 十 十 本 十 人 十 十 一 用 
! nl! 
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其 中 %=0, 土 1， 土 2, …. 
由 此 得 到 ， 任 何 复数 有 无 穷 多 个 对 数值 ， 它 们 徐 此 相差 
2z 的 整数 倍 。 当 ?= 一 0 时 , 公式 (22' ) 给 出 的 值 称 为 对 数 的 主 
值 : 
In4=~lIn|A|+iarg4, (22") 
9. 我 们 把 方程 (21) 中 的 复数 4 作为 自 变数 ， 而 把 它 记 
对 应 的 值 *， 即 方程 的 根 ， 作 为 4 的 函数 来 研究 。 这 个 函数 
2 一 Ln 4 叫做 指数 函数 4=e 的 反 函 数 ， 在 第 8 段 中 我 们 已 
经 发 现 , Ln 4 是 一 个 定义 在 除去 点 4=0 之 外 的 全 平面 内 的 
多 值 函 数 ,并 由 公式 (22) 表示， 
由 反 函 数 的 求 导 法 则 ， 这 一 法 则 对 于 复 变 函 数 的 相应 入 
述 仍然 有 效 , 得 出 导数 (Ln 4) 存在 并 等 于 
(A#0). 


我 们 用 复 自 变数 的 习惯 表示 z 来 代替 4， 这 时 有 
Lnz=]n|z|+iArgz, 


(Lnz)’— 二 (a¥0). 


函数 Lnz 不 是 整 函 数 ,第 一 是 因为 它 在 点 2 二 0 无 定义 (在 
这 点 它 变 为 co)， 第 二 是 因为 它 是 多 值 的 ， 它 的 值 彼 此 相差 
2mi 的 整数 信 ， 

但 是 如 果 9(g) 是 任意 一 个 整 函数 ， 它 在 平面 的 任何 一 
点 都 不 为 零 ， 那 末 (2) = Ln g(s) 同样 是 整 函数 (精确 些 说 ， 
Lng(z) 代表 无 穷 多 个 整 函 数 ， 它们 彼此 相差 2 的 理 数 倍 )， 

事实 上 ,根据 复合 函数 求 导 的 一 般 法 则 ,我 们 得 到 

Ln g(a- gf/ 人) -了 的， 
即 ， 函 数 Lng(z) 在 复 平面 的 每 一 点 都 有 导数 (我 们 记得 , 
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9(*) 天 0), 所 以 它 是 整 函 数 。 作 为 例子 , 设 9g(z) =e， 这 时 
Ln(e’)=In|le| +iArge’, 
但 是 |e| = 名 和 Arge 一 y 十 2nm( 见 第 7 段 ), 所 以 
Lnte’) 一 In(e ti(Yy+2nm) =w+iy+i. Dn 一 % 十 27o5%， 
4 一 0， 圭 1， 土 2， 士 3，.…. 
我 们 看 到 了 ,Ln(e’) 代表 无 穷 多 个 整 函数 ， 
2, 2 十 2050，3 一 274，2 十 4org，2 一 4 
由 上 上 击 的 人 氢 述 推出 一 个 我 们 经 常 要 用 到 的 定理 ， 若 As) 是 一 
个 在 任何 一 点 都 不 为 零 的 整 函 数 ， 那 末 ， 它 可 以 表示 为 
f (2) =0®, 
其 中 g(z) 是 某 一 个 整 函 数 , 
事实 上 , 根据 前 面 的 证 明 , Lnf(z) 代 表 无 穷 多 个 整 函数 ， 
它们 彼此 相差 2 的 整数 倍 , 其 中 任 取 一 个 记 为 g(z), 那 末 
Lnf(z)=g(2)+2nri (n=0, +1, +2, .…), 
因此 ， 


fl 2) 一 CLD1(e) 一 E98) +2net 一 6 人; 


我 们 利用 了 指数 函数 的 周期 是 2xi( 见 第 7 段 )， 定 理 得 证 , 
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第 二 章 


最 大 模 和 整 函数 的 级 


10. 奇妙 的 是 ， 一 个 整 函数 的 罕 级 数 的 系数 可 以 表示 为 
积分 的 形式 , 在 视 分 号 下 包含 着 已 知 函 数 . 

设 z 在 复 平面 上 描 过 一 个 中 心 在 坐标 原点 半径 为 >0 
的 圆周 . 显然 , 这 样 一 个 圆周 可 以 用 方程 |z| =7 来 刻画 ， 所 
以 ?可 以 表示 为 

z=7 (cos p+ising); 
复数 z 的 幅 角 2 从 0 变 到 2x, 这 时 % 沿 道 时 针 方 向 描 过 圆周 
一 次 . 

若 双 = 了 下 ( 轨 是 任何 一 个 复 变数 的 函数 ， 它 在 圆周 [z| = 
包含 的 一 个 区 域内 是 解析 的 , 那 末 , 对 在 圆周 上 的 点 , 了 (2) 的 
值 可 以 看 作 是 一 个 实 变数 2 的 函数 ; 每 一 个 ?0s9<2m) 对 

应 一 个 确定 的 ,因此 复数 
w=Ut+iv=F (2) 

(这 里 和 % 是 的 实 部 和 虚 部 ) 是 g 的 函数 .所 以 和? 同 
样 是 2 的 函数 : 

u=P(g), v=Q(9), 
由 此 F(z)=P(p) +iQ(p). 
借助 于 数 po=0<pi< pe D1 = 27N, 
我 们 把 区 间 [0，2w] 作 分 淹 , 对 了 (2) 构造 相应 的 积分 和 ,使 得 
每 个 px 的 值 对 应 于 圆周 上 一 个 确定 的 点 弘 ， 

Zr—7(COS gp dt sin pyr), 
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而 函数 信 为 F(zp) —P gn +iQ (gn, 
禄 据 定 义 ,函数 2(%) 的 积分 和 可 表示 为 


> P(gp) (Px ~ Pp) 一 > [P(gn) +id (pw)] (wx 一 Pr-1) 
-> P(gs) 《pz 一 Pn-1) 


+ Q (px) (Pr — prs). 
我 们 指出 , 解析 函数 了 (2) 是 可 微 的 , 也 是 连续 的 ; 由 此 导出 ， 
它 的 实 部 Py) 和 虚 部 Q@Cp) 在 区 间 [0, 2m1 上 也 是 连续 的 , 对 
区 间 [0, 2wj 作 元 限 细 分 ,使 得 差 
Pi1™~— Po, Pa 1 Pn Pn-_i 


中 最 大 者 趋 近 于 零 ,和 
> P (Pr) (Pr — prt) 与 > Q Px) (Py— Pi-1) 


将 趋 近 于 它们 的 极限 ,也 就 是 分 别 趋向 于 积分 
2 Dr 
| Pa 与 | em 
因此 , 复 的 积分 和 
SI F(a) (px 一 wz 
同样 有 极限 ,我 们 把 它 记 为 
| PWap, 
由 上 面 记述 可 得 ， 
人 了 Ga 一 人 Ppapti]” ep)ay。 
这 样 一 来 ， 我 们 在 特殊 的 情况 下 定义 了 复 函 数 也) 的 积分 ， 
共用 通过 这 个 函数 的 实 部 和 虚 部 的 积分 把 它 才 达 了 出 来 ， 由 


不 等 式 
Sr) (一 pz 
再 借助 极限 过 程 我 们 得 到 : 
I POap|<| I7 lap, 


也 就 是 积分 的 模 不 超过 被 积 函 数 的 模 的 积分 ， 

我 们 转向 把 整 函数 的 宕 级 数 的 任 一 系数 m(2 之 0 表示 成 
积分 形式 的 问题 .以 此 为 目的 ,我 们 用 办 去除 级 数 所 有 的 项 ， 
并 对 变数 wp 从 0 到 2xx 积分 .首先 (在 除 以 后 ) 得 到 


1 一 Co 十 CH 和 2 十 十 gp 十 Go 十 
其 后 得 到 
3 2m 27 


0 


< HIF (pope) 


Am bi 
十 cz | p+ apri | 20p 十 … 


其 中 z 一 7 (cosp 十 ising) (7 是 常数 ). 

在 这 里 我 们 不 拟 停留 下 来 去 证 明 级 数 逐 项 积分 的 合法 性 
(证 明 这 一 点 归结 为 当 7 固定 时 建立 级 数 关于 变数 9 的 一 臻 
收敛 性 ). 

在 右边 以 m 为 系数 的 积分 等 于 25， 所 以 相应 的 项 等 于 
2xwap, 至 于 其 余 的 , 在 积分 号 下 是 * 的 非 0 的 整数 次 蜂 的 那些 
积分 ,它们 全 都 等 于 0， 事实 上 , 如 果 % 是 一 个 自然 数 , 那 末 
根据 棣 莫 佛 公式 

Mo 一 gm(cosIapD + i sinmg), 
如 果 m= 一 k, 8>>0, 那 末 
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1 

2 rcoskgp tisinkp) 
~ 7 *[cos(— kp) +imn(— bp)] 
=7” (cosmg + i sinmg). 


因此 ,对 任何 整数 m% 关 0， 


入 一 


3 Cr 
| 7dg 一 ”| (cosmg +iginmp) dp 


、 23% 
gin m ,COSM 
=7"| 一 -2 cos | 一 0. 
~ mm mm 0 


所 以 | A dp —2ma,, 
由 此 


Wa 志 | 站 dp， 这 里 # 一 r(cosp 十 ising)，(23) 


这 个 公式 对 于 2=0, 1，2, 8, … 都 是 正确 的 ,我 们 用 用 (7) 表 
示 在 半径 为 了 的 圆 内 函数 f (2) 的 最 大 模 , 
AD = max| | 
由 公式 (283) 得到， 
EAE ap [< 去 | |f (2)| dp, 


zl? 
但 是 在 z=r(lcosp 十 ising) 的 条 件 下 
lz|=7r 和 |f@)|<M(), 


M 
ja LD -Ln, 


因此 


2 一 0 1, 32，…. (24) 


* 在 附录 人 (8 埠 中 证 明了 ， 整 函数 的 模 不 在 圆 的 内 点 上 达到 它 在 圆 内 的 最 大 
值 ,而 在 图 周 上 达到 , 即 在 贺 的 边界 点 上 达到 。 所 以 在 整个 同上 整 函 数 模 
的 最 大 值 与 它 在 圆周 上 的 模 的 最 大 值 重合 。 
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这 就 是 关于 罕 级 数 系数 的 柯 西 不 等 式 . 

也， 上段 过 到 的 函数 1 (7 在 整 函数 的 理论 中 起 着 非常 
重要 的 作用 .要 精确 地 计算 它 即 使 对 最 简单 的 整 函数 也 会 碰 
到 困难 .但 是 通常 只 村 会 估计 它 的 上 界 和 下 界 就 够 了 。 

我 们 首先 研究 2(n 关 轧 次 多 项 式 的 情况 ， 

卫 ( 轨 = 一 a 十 0 十 十 Cai tr 天 0. 
如 果 * 位 于 中 心 在 坐标 原点 半径 为 了 的 圆 内 , 那 术 |? 入 
因此 
| 下 人 | = co 十 oa 十 ,十 ao2n| 
<|ao| 十 jel |z| 二 … 二 |r||2"| 


|oo| 二 |elrt… 二 + [an|r’ 


或 者 
IPOI<lelrE( 十 1 
| 


当 和 >co 时 ， 图 括号 内 的 和 趋向 于 零 。 所 以 对 于 无 论 怎 料 小 
的 正 数 s 达 1， 总 可 以 找到 一 个 ro(s), 使 得 当 >ro(e) 时 ， 下 
面 的 不 等 式 成 立 ， 


4 ol 1 
et 二 十 二 人 = <8, (25) 
因此 , 在 >7o(s) 利 |*|<r 时， 
| 卫生 |eol 二 es)， (26) 


我 们 来 研究 | Po 在 任 一 点 因 处 的 值 ,如 位 于 圆周 |z| 一 7 上， 
jso| 一 ?7。 在 这 一 点 同 桩 应 该 满足 不 等 式 (26)\ 在 ?>Yof(e) 
的 条 件 下 )。 另 一 方面 ， 


[PCG0) | = [08+t Ca 十 … 十 Qo) | 
| cn 妇 | 一 | 十 二 co| 


之 ou| | 好 一 |o-z 人 一 一 oo| 


一 cj 天 一 [er 一 一 ao| 
= sf fessl 1 ool 工 
和 [+ (了 -于 Tl 交角 


当 ?>9o(e) 时 ,由 于 (25) 我 们 得 到 ; 
IP(z0) |> 10,1r"(1—e)., (27) 
这 样 一 米 ， 对 任 司 的 se>0 和 对 所 有 足够 大 的 六 多 项 式 P(%) 
在 点 各 的 模 (|%| 一?) 满足 不 等 式 
lolr(i—e) IP eI)r t+a). (28) 
这 个 双边 不 等 式 我 们 在 附录 中 要 用 到 它 。 我 们 指出 , 不 等 式 
对 于 零 次 多 项 式 的 情况 (n=0) 显然 是 正确 的 ， 再 回 到 不 等 式 
(26) ,我 们 断言 , 这 个 不 等 式 对 于 圆 |s| <7 内 使 |P(s) | 取得 
自己 的 最 大 值 到 (7) 的 点 也 是 正确 的 ,所 以 
Mr < ler (te), +>role). (29) 
另 一 方面 ，| 了 (| 在 圆周 |z|=7 上 点 az 处 的 值 不 能 超过 
放 (7); 因此 ,由 不 等 式 (27) 我 们 断定 
Mr)> gr)r"(L— 8), 7>70(8), 《30) 
当 7 了 >7o(e) 有 时 ,由 (29) 和 (30) 推 出 ， 
Jr7) 
[a lr 
并 且 因 为 这 里 的 8 可 以 任意 小 ,所 以 
lim A 1 (31) 


二 一 < 去 < 二 十 8， 


这 个 关系 式 可 简单 地 叙述 为 : n 次 多 项 式 的 模 的 最 大 值 渐 
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近 地 等 于 多 项 式 的 最 高 项 的 模 (事实 上 , 车 |z| =7, 则 jg 
一 | coo). 
13. 我 们 对 @ cosz 和 sinz 计 算 函 数 Mrm。 为 了 不 使 
它们 混淆 , 引进 记号 
Mlr, 2), Ml(r, cosz), M(r, sinz). 
基于 震级 数 和 的 模 的 估计 之 上 的 同样 的 讨论 ， 适 用 于 这 三 种 
情 疙 中 的 任何 一 种 . 


ll- + 二 | 


a 
在 以 7 为 半径 以 坐标 原点 为 中 心 的 圆 内 , 我 们 有 |zj 过 所 以 
|e si+ 汪 + 和 十: 十 全 十 |z| <r. 
这 样 一 来 ,在 贺 |s| <r 内 |e| 不 超过 e", 但 是 对 于 处 在 边界 上 
的 点 ?一 7, 值 s=e 及 1e| 一 ee， 所 以 在 这 一 点 指数 函数 的 模 
达到 了 它 的 最 大 可 能 值 , 因此 ， 


M(r,e) =—maxle| 一 (82) 
类 似 地 , 由 公式 
oc094 一 一人 -二 各 -一 各 
引出 [eosz| <4 二 一 二 -天 一 十 .…， 
由 此 , 在 半径 为 7? 的 圆 内 有 
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Tr2 
|eosz| <11+37r+ar16r 


这 个 不 等 式 右边 的 和 等 于 ohr= -二 3 一 ( 见 第 3 页 的 公式 )， 


他 —r 
于 是 ， looss|< 一 天 一 ， zj<r 


但 是 在 圆 的 边界 点 ?一 锌 处 ， 
et 十 Et ee 十 Er 并 
cos2 一 C09 (i7) 一 一 一 一 7 5 


所 以 < 一 同 祭 弦 在 圆 |z| <r 内 的 最 大 模 重 合 , 也 就 是 ， 


M(r; C08%) 一 max [eosz| 一- 一 ， (38) 
最 后 , 由 公式 
sinz 一 2 一 十 于 一 了 
3 
引出 ， Ia| 
由 此 ,在 半径 为 7 的 圆 内 有 


0 5 
|sinz| <r 十 全 Br 十 BT 十 了 十 


这 个 不 等 式 右边 的 和 等 于 shr 一 全 二 ( 见 第 3 页 公式 ). 


ro—r 
于 是 ， lsinz| < 全 ， |z|<r. 


但 是 在 加 的 边界 点 一 条 处 ， 


ir) oilir) 
|sinz| = |sin G7)| = 0 6 
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一 久 芝 关 


€ fe” 


2 


”我 们 指出 ,在 点 ?一 一 信函 数 cosz 取 同 一 个 值 (要 知道 ,这 是 一 个 偶 函 数 ). 
涂 在 点 2 二 一 络 ， || 取 同 一 个 信 (要 知道, no 是 一 个 家 厂 )， 
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所 以 二 二 同 正 臣 在 圆 |z| < 内 的 最 大 入 重合 ,也 就 是 ， 


» ， er ee 
WM (r, sinz) — max |sinz| = . (34) 


2 


1i3. 容易 型 饰 ， 存 所 有 的 情况 下 总 函数 柑 的 最 大 值 都 是 
半径 7 的 非 践 函数 ， 事 实 上 , 若 和 > 那 末 中 心 在 坐标 原点 
半径 为 71 的 圆 包含 中 心 在 同一 点 而 半径 为 ? 的 圆 , 所 以 在 寻 
找 | 了 C2)| 在 大 加 中 的 最 大 值 时 ,也 就 是 在 寻找 数 以 (71) 时 ,应 
该 考虑 函数 (2) 的 模 在 小 圆 |z| <<r 内 的 一 切 值 ,其 中 就 有 值 
M(r)， 同样 还 应 该 考虑 模 在 圆 环 7+<1z| < 中 的 值 ， 这 就 
忆 味 痊 ， 好 (或 者 大 于 性 (7) (如 果 在 圆 环 中 过 到 | 了 Cz) | 的 

值 比 用 (7) 大 时 )， 或 者 等 于 下 (7) (如 果 在 圆 环 中 没有 比 
NO 大 的 信 ) 这 样 一 来 ， 
若 ri>r>0， 则 M0) 宇和 (7)， (35) 
作为 例子 我 们 不 难 相信 ， 上 上段 中 考虑 过 的 那些 函数 的 神 的 最 
大 值 是 增长 的 . 
我 们 已 经 求 出 ， 


M(r, 的 一 eg， e052) = 


+e 
2 2 


Or — 6-? 
2 


第 一 个 的 递增 性 是 明显 的 , 这 是 一 个 底 大 于 工 的 指数 函数 . 由 
于 中 是 递 墙 的 ,er 是 于 关 的 ， 因此 藉 ~e” 是 递增 的 ， 
此 可 导出 最 后 一 个 丽 为 了 检验 函数 
-2 (在 r>0 时 ) 也 是 递增 的 , 例如 ,我 们 可 以 求 出 它 的 导 
数 . 我 们 有 
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M(r, sinz) = 


Er 十 Ce ’ Er 一 CE 下 
3 ) - 2 
因为 当 >0 时 , 它 是 正 的 ,所 以 函数 人 二 熏 在 >0 时 事实 
上 是 递增 的 图 1 上面 出 了 函 


€rter gr 一 er7 


er ee eC'—e™” 

’ 2 7 2 
的 图 象 . 

4， 下 面 我 们 来 证 明 法 国 
十 九 世 纪 的 数学 家 刘 维 尔 的 一 
个 定理 ; 

如 果 整 水 数 (2) 不 恒 等 r 
于 常数 ， 那 末 它 的 模 的 最 大 值 
及 (7) 当 7 无限 增 大 时 趋向 于 
无 穷 . 图 3 

上 面 所 研究 的 每 一 种 情况 , 次数 %z> 革 的 多 项 式 ， 指 数 函 
数 ,三 角 函 数 cos% 和 sin2 这 个 定理 是 显然 成 立 的 . 

鲍 如 ， 在 次 数 m>I 的 多 项 式 的 情况 下 ， 我们 看 出 ， 


im 扣 全 一 因此 ,MD 与 la 一 宰 忆 地 无 限 增 大 (和 
们 认为 wm 天 0). 
函数 M(r, 6), M(r, co0sz), M(r, sinz) 
也 无 限 增 大 .我 们 指出 ， 
lim M(r, 6) 1 lim Mr cos2) _1 
人 1 一 一 


T3000 


一 oo 一 


2 
(Or sing) 1 


lim 
到 一 oo 


可 


一 和 一 


换言之 , 在 上 述 的 每 一 种 情况 下 , MI 了 (7)] 都 以 ae'(a 一 i 
或 a 一 去) 的 术 度 增长 ， 也 就 是 比 " 的 任何 次 每 都 增长 得 忆 
因为 无 论 对 怎样 大 的 % 都 有 lim -二 -一 0 这 个 极限 式 不 难 寻 


立 , 用 台 的 释 级 数 代 埠 所 并 且 除 7"? 闭 项 外 ,抛弃 其 余 所 有 
的 项 ,于 是 , 当 7-> 十 吕 时 ， 


7 rT” 
e” a rt1 

lt tt rr 十 .= 

-mm +D1l 0 
Id 小 . 
(nt+1)! 
现在 我 们 转 到 刘 维 尔 定理 的 证 明 . 设 
(一 Co 十 0 十 十 Go20 十 和 (36) 
由 柯 西 不 等 式 (24)， 
lw,| < 


其 中 型 (是 /在 lz|<r 内 的 最 大 模 . 因 oOD) 是 7 的 非 
减 函 数 ( 见 18) ,所 以 当 7 增加 的 时 候 或 者 它 保持 有 界 , 即 
im 门 和 CO， 其 中 0>0， 
或 者 它 趋向 于 ce. 
我 们 假定 定理 不 成 立 , 也 就 是 及 (7) 有 界 , 那 末 , 对 一 急 
r>0 和 %=0，1, 2,，…， 


| ca | 委 


人 


不 管 n>1 多 大 , 不 等 式 的 右边 当 7 一 ce 时 ,都 趋 于 0， 完成 
这 个 极限 过 程 ,并 注意 到 左边 与 7 无关, 我 们 求 出 


Jo <0, 


— 26 -— 


即 当 n 之 1 时 ， gs=0, 
这 就 意味 着 只 级 数 (36) 只 含有 自由 项 , 也 就 是 
f (2) =%, 

我 们 看 出 , 关于 收 (7) 有 界 ( 也 就 是 | fC)| 的 有 界 性 ) 的 断言 
得 出 了 了 (2%) 是 常数 的 结论 , 如 果 不 是 这 样 , 非 减 函数 必 C7) 就 
不 可 能 有 界 , 即 它 一 定 无 限 增 大 ， 

15. 在 前 一 段 已 经 指出 , 次 多 项 式 模 的 最 大 值 以 r*( 带 
有 某 一 个 正 系 数 ) 的 速度 趋向 于 oo, 而 函数 0, cosz, sinz 的 模 
的 最 大 值 以 比 了 无 论 多 高 的 指数 罕 都 快 的 速度 趋向 于 co. 原 
来 下 面 的 一 般 定 理 是 正确 的 ， 这 个 定理 可 以 看 作 是 刘 维尔 定 
理 的 加 强 . 

如 果 整 函数 (gs) 不 是 多 项 式 , 那 末 它 的 模 的 最 大 值 的 增 
长 速度 比 任何 多 项 式 的 模 的 最 大 值 的 增长 速度 快 得 不 可 比 ， 

换言之 ,如果 引进 记号 W(r 有 表示 了 G2) 的 模 的 最 大 值 ， 
用 以 (r, 卫 ) 表 示 任 一 多 项 式 PG) 的 模 的 最 大 值 , 那 末 , 总 有 


dr, Do (87) 


(我 们 理解 函数 f(z) 自身 不 是 多 项 式 ). 
设 
(2) =Q0 十 G2 十 十 qn 十 (88) 
说 (9 不 是 多 项 式 , 就 是 意味 着 说 , 级 数 (38) 不 会 在 任何 一 
个 处 中 断 , 也 就 是 有 任意 高 次 短 2? 的 系数 不 为 零 ， 设 多 项 
式 了 (2) 的 窒 是 mm，5m (bw 下 0) 是 其 最 高 次 项 的 系数 。 那 末 ， 
对 于 固定 的 80 之 0, 可 以 断言 ， 
当 r>ro 时 ， MM(r, P)<|bn|r" (+ eo0) (89) 
《 见 (29)); 除 此 之 外 ,还 认为 7 之 1, 
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在 级 数 (86) 中 取 系 数 不 为 零 的 项 ， 并 使 其 每 指数 pp 比 n 
大 ,也 就 是 p 之 m1，ap 关 0。， 由 柯 西 不 等 式 (24) 
lw|< 世 2 态 ， 
自 此 导出 
开门 关 |ap|r 六 aolr (40) 
在 7 之 ro 和 7 之 1 的 条 件 下 , 由 (39) 和 (40) 得 到 


M(r,P) [bnjr”* (+eo) lbn| Cteo) 
Mr, n= | gp| ro lay|r 


所 以 
Mr,P) -0 (41) 


i CT 
这 就 是 所 要 证 明 的 .因为 当 |z| 7 时 ， 
IPO I<M(r, PD), 
[P| MC,P) 


毛色 Mr J Nr 用 

出 此 及 (41) 式 得 到 
lim IP) -0 (zl=7) (42) 
me Mr, 廊 ， 


对 任何 多 项 式 了 (2% 都 成 立 ， 

16. 我 们 运用 16 段 的 结果 来 证 明 函 数 6 cos2 sinz 以 
及 其 它 非 多 项 式 的 整 函数 的 超越 性 . 

我 们 记得 , 函数 f (2) 如 果 恒 满足 形 如 

Polz) + Pi(2) f (2) + Pal®) [Fe 十 
+P,(2) [Lf (2)]"=0 (43) 

的 方程 ,其 中 Po，Pi,…， PP。 是 多 项 式 ,mn 之 1 且 P,(z) 才 0( 这 
样 写 的 意思 是 , 或 者 P,(2) 是 短 次 数 不 低 于 1 的 多 项 式 , 或 者 
是 非 零 常数 ), 那么 这 样 的 函数 就 称 为 代数 函数 。 
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不 是 代数 函数 的 函数 * 底 称 为 超越 汕 数 , 换言之 , 说 f (2) 

下 超越 函数 就 意味 着 不 存在 任何 形 如 (48) 的 方程 (其 系数 满 
中 上 而 指出 的 条 件 )， 汕 数 了 (2) 恒 满足 它 ( 对 复 变数 2 的 一 
位 ). 

我 们 来 证 本 定理 ， 

如 果 束 函数 (不 是 多 项 式 , 那 末 它 就 是 超越 的 . 

假设 定理 不 真 . 设 fo) 满足 某 个 形 如 (各 ) 的 方程 ， 我们 
研究 以 坐标 原点 为 中 心 , 以 款 2 38, … 为 半径 的 较 , 并 在 半径 
为 不 的 每 一 个 图 内 取 定 一 点 加， 使 得 在 这 一 点 函数 的 错 达 到 
它 在 这 个 圆 内 的 最 大 值 : 

|f 8) | 一 开导 f). 
因为 lim 用 (6 一 co( 根 据 刘 维 尔 定理 ), 所 以 值 | fn)| 


元 限 增 大 ,于 是 我 们 可 以 认为 f(zw) 尖 0( 至 少 对 于 足够 大 的 
成 立 )。 此 外 , 模 | 加 | 也 趋向 于 co( 在 每 一 个 半径 是 常数 怪 的 
图 内 函数 的 演 症 有 界 的 ， 所 以 使 值 | (xu) | 无 限 增 大 的 点 
办 基 一 个 大 以 后 将 不 再 属于 这 个 圆 ). 现在 在 方程 (49) 中 设 
s 一 mt, 并 用 [了 (a)]* 除 所 有 的 项 ， 我 们 得 到 
nl Po lgx 
Pt tt (9 
当 1->co 时 ,PC 将 趋向 于 co( 如 果 这 个 多 项 式 的 雷 次 不 低 
于 ,或 者 保 竺 常数 (如 果 这 个 多 项 式 是 零 次 畦 ， 即 是 常数 ) 
但 是 ,由于 前 眉 的 结果 (42), 左边 的 所 有 其 它 项 都 趋 近 于 堆 . 
事实 上 ,多 如 ， / 


| P,_1 (2x) ee ME, PP, 1) 
J (zx) MK, ff) 
在 一 般 情况 下 
* 这 时 只 研究 解 折 函数 。 
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有 (2 NM (E, Pn_m i ~ 
TE o>, 
由 (42) 知 ,所 有 这 些 量 都 趋 近 于 零 ( 不 要 忘记 , MM(h, 由 ->00). 
我 们 得 到 一 个 明显 的 矛盾 : 在 等 式 (44) 中 项 P,(zn) 不 能 趋 近 
于 零 ,但 同时 由 刚才 所 证 的 推出 , 它 一 定 随 其 它 项 一 起 趋 近 于 
零 ， 由 这 个 矛盾 就 导出 了 定理 的 正确 性 , 特别 地 ,可 以 肯定 ， 
e*,， cosz， sinz 都 是 超越 函数 ， 

17， 由 上 曾 所 说 的 一 切 可 得 , 每 一 个 超越 整 函 数 (2%) 可 
视 为 一 种 “无 窃 高 次 多 项 式 ”. 

事实 上 ,首先 , 在 级 数 

f 2) 一 Co 十 2 十 0a23 十 :十 0 各 十 …… 

中 ， 我 们 可 以 磁 到 带 有 非 零 系数 的 : 的 任意 高 次 震 的 项 ， 其 
次 , 这 样 的 函数 模 的 最 大 值 到 力 比 任何 高 次 多 项 式 的 模 
的 最 大 值 都 增长 得 快 .我 们 还 将 回顾 对 超越 函数 的 这 一 看 法 ， 
不 过 现在 指出 , 不 能 把 所 有 超越 整 函 数 归 为 一 类 , 这样 说 是 因 
为 下 面 就 指出 ， 它 们 中 一 些 模 的 最 大 值 的 增长 比 另 一 些 模 的 
最 大 值 的 增长 快 得 不 能 比 . 

作为 例子 ,我 们 来 比较 函数 @，e (Ek 之 2 是 自然 数 ) 利 e 
的 模 的 最 大 值 。 第 一 个 模 的 最 大 值 等 于 e: 

M(r,e)=e", 

在 指数 函数 的 分 解 式 (7) 中 以 于 代 赫 :可 以 得 到 第 二 个 函数 
的 医 级 数 展开 式 ,我 们 有 


|2| 忆 


jeerj < 二 2 .. 
由 此 | is 证 二 二 


因此 , 在 网 jj] <r 内 
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1e| < 十 六 人 t+ 十 人 十 =e™. 


11 
另 一 方面 ,在 点 2 一 +, ez 的 值 与 ”重合 。 由 此 推出 ,就 
是 2 在 圆 jz| <r 内 的 借 的 最 大 值 ， 
M(r,e)=6, 
为 了 计算 e ， 可 以 在 级 数 OD 以 代替 z, 我 们 有 


6 一 二 十 + 全 人 二 全 + 十 二 


《这 个 级 数 不 是 宏 级 数 ， 虽然 可 以 用 震级 数 来 代 符 它 它 , 办 法 是 ， 
利用 公式 们 ) 把 每 一 项 展 成 暴 级 数 ,而 后 按 * 的 升 里 再 重新 排 
列 它 的 所 有 项 )。 注意 到 , 在 圆 | 中 和 r 内 le|<e", 我 们 求 得 


ll<1+ + J 十 … 十 -二 十 … 
<1+ 生 十 全 十 + 全 + 
另 一 方面 , 在 点 2 一 +, 6” 的 值 与 o” 重合 . 由 此 可 得 , e” 是 e” 
在 加 |zi<r 内 的 模 的 最 大 值 . 
M(r,e”)=e’. 

不 出 所 料 , 当 人 一 > DO 时 ， 所 求 出 的 函数 Me 的 )， M(r, e”), 
Mkr，e) 都 趋向 于 ce ( 刘 维 尔 定理 )。 但 是 它们 以 不 同 的 速 
度 趋 向 于 co。 例 如 , 不 难 相信 ， 


lim 2 一 0， lim 2 -0 

-un 6 ee 7 ’ 
. er .6 
lim 一 上 一 0 ， linm 一 -~ 一 0 
roc 6 -oo 6 


《不管 什么 样 的 自然 数 都 成 立 )。 由 此 可 得 , 在 超越 整 函 数 
的 序列 | 

ee， ee ， 2 ， 9 ee 2 ， oo 
中 , 每 个 后 面 的 模 的 最 大 值 都 比 前 一 个 增长 得 无 限 快 , 而 函数 
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e” 的 烧 的 最 大 什 比 序列 中 的 任何 一 个 都 增长 得 无 限 快 . 
我 们 来 证 明 , 取 以 (7,e”) ==e' 作为 增长 的 标准 尺度 ,可 以 
用 一 个 有 限 数 来 测量 这 些 函 数 ( 除 去 函数 e ) 中 每 一 个 的 模 的 
最 大 值 的 增长 . 以 此 为 目的 ,我们 来 看 增长 较 慢 的 函数 , 先 取 
模 的 最 大 值 的 对 数 ， 
我 们 得 到 序列 
InM(r, @)=7, InM(r, @)—72, 。.., 
六 (re 一 名 有 (re 下) 一 全 村 .. 
但 是 在 这 个 序列 中 ， 每 一 个 后 面 的 函数 还 是 比 前 面 的 增长 得 
无 限 快 ,所 以 对 它们 再 取 一 次 对 数 ， 我们 得 到 序列 
InInM(,e) =—lInr, minM(re =2inr, -…, 
InlinM(r,e) =kInr, +. 
显然 ,任何 两 个 效 数 的 比 是 有 限 数 ， 我们 作出 下 述 的 比 ， 
Inln M (yr,e) 9 Inln M(r,e”) 3 
In In M (r, e’) ” Inin M(r,e’) ” ” 
In ln M (7,e”) hk 
Inln M(r,e) 
因此 说 , 函数 6 的 级 等 于 2, 函数 的 级 等 于 3， 一 般 地 ， 
函数 。 的 级 等 于 (一 二 2，3，…) (意思 指 ， 函 数 的 模 的 最 
大 值 关于 。 模 的 最 大 人 增长 的 级 )。 自然 地 , 函数 (标准 尺 


度 ) 自身 的 级 等 于 十 
在 函数 er 的 情况 下 ,我 们 有 
InInM(r,e) Im ) 7 wo 
EEN 


所 以 说 , 函数 e” 的 级 等 于 co， 一 般 说 , 当 7>co 时 , 和 (7, 了) 
取 两 次 对 数 与 及 (7, 的 取 两 决 对 数 的 比 的 极限 (如 累 它 存在 ) 


-lim PRM, lm BIRMG, 用 
TI 
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叫做 整 函 数 jz) 的 级 . 


如 果 当 -co 时 , 王 耳 和 各 及 既 没有 有 限 极限 ,也 没 


有 无 限 极限 , 那 玉 就 取 这 个 比 * 的 上 极 良 ,并 称 它 为 函数 f (2) 
的 级 ， 
3 了 7 一 InIn Mt(r, 方 . (45’) 


= Jim 
? ro0 Jnr 


18. 有 了 公式 (45) 就 可 借助 公式 (33) 和 (3g 证 明 酉 数 
cosz 和 sinz 的 级 都 是 i， 事实 上 ， 

e+e™ or. Fe-2 
一 了 一 了 
显然 , 当 -~>coe 时 ,e 一 0, 所 以 等 式 石 边 的 分 数 部 分 趋向 于 
极限 于 ， 其 次 , 取 对 数 得 到 


人 (rr，co082) 一 


工 十 6 和 
Lo-” im- 
lIn M(r, cosz) 一 十 mn 了 一 一 7 i 一 ， 


当 7 一 co 时 , 式 中 括号 部 分 趋同 于 1。 再 取 一 次 对 数 给 出 ， 


ImnImM(,c08z)—=In7r+n ( 


* 在 一 般 情况 下 , 设 9z) 是 任 一 个 + 的 函数 ,定义 在 区 间 1<r< co 内， 并且 
取 实 值 ,在 我 们 的 情况 下 gp(m) 一 Pa 玫 帮 如果 存在 limp() 一 。 


(有 限 的 或 无 限 的 )， 那 未 这 时 对 任意 一 个 序列 fraj， 和 ce， 都 有 
limp(rs) =a， 但 是 ,如 果 limp(”) 不 存在 ， 那 末 至 少 可 以 求 出 两 个 序列 
{7 区 过 品 和 人 起) 区 oo， 使 得 inp fr) 哩 limp(r 纹 我 们 来 研 
究 使 {pC7n)} 有 极限 的 一 切 可 能 的 序列 {7。}, rw> oo0, 可 以 证 明 , 在 一 切 
可 能 的 极限 中 存在 着 一 个 最 天 的 (有 限 的 或 者 无 限 的 )。 这 个 最 大 的 极限 
就 叫做 当 y 一 co 时 ,8 (7) 的 上 极限 , 并且 记 为 mw 人 (7)。 
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当 Y 一 co 时, 右边 第 二 项 趋向 于 零 ， 因 此 ， 
lim lnln M(r,cogz) 
mo nr 


—2r 
In -+e 
In I 
lt 一 荆 . 
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这 就 是 说 , cosz 的 级 等 于 1 类 似 地 , 借助 于 公式 (84) 我 们 可 
以 求 出 sin% 的 级 同样 是 +. 
在 前 面 所 研究 过 的 全 部 例子 中 , 整 函 数 的 级 都 是 整数 (或 


者 等 于 泡 穷 )， 但 是 同样 存在 分 数 级 的 整 画 数 ， 例 如 , 我 们 看 


vY5 十 erY5 
函数 f(z) =- -一 一 一. 这 个 函数 是 整 函 数 , 因为 


ye 多 艺 V4 艺 
1 31 gr t+ 


ev? 一 二 十 


~ 2 
oi 1 NV? 12 .2 2 2 


I 3 “8 4 
所 以 我 们 的 函数 可 表示 为 下 面 的 处 处 收敛 的 条 级 数 ， 
人 
5 2! 4! 6€! 


利用 这 个 级 数 , 象 12 段 那样 进行 讨论 , 我 们 可 求 出 ， 
全 
整 函数 全 二 二 的 级 等 于 本 ,这 一 点 现在 读者 自己 已 经 
可 以 验证 了 . 
我 们 一 般 地 研究 任何 正 有 理 数 也 , 它 不 是 整数 (自然 数 p 和 9 的 最 
大 公 因 数 等 于 41， 并 肌 49>2)， 并 证 明 可 以 构造 出 初等 整 函数 的 例子 
9(2), 它 的 级 等 于 了， 以 此 为 下 的 ,我 们 首先 指出 , 复数 


-一 3d 一 


2 . 2 
好 -一 CO0S < 二 Sn 一 一 ~ 
a g 
是 % 工 的 -个 售 ; 事实 上 , sz= cos2mr 二 isin3am=I &% 工 的 其 它 9 于 
个 值 可 以 认为 是 由 上 的 2 3 …， 4 次 得 得 出 的 ; 
22，83，.…， E901, 
在 图 2 上 俯 图 形 的 方式 表示 了 
1 的 9g 个 不 同 值 . 
车 m 是 任 一 自然 数 , 它 是 9 的 
倍数 ， 到 7 = 19 , 那 末 ， 
8m4 63m Em 
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一 (e829)* 十 《8 二 
十 489 一 个 《46) 
若 力 不 是 9 的 倍数 , 那 末 ， 图 2 
gm eam 二 Bm 0 (47) 


J— en 
因为 在 此 式 中 分 子 为 零 ， 而 分 母 不 为 零 ( 事 实 上 ，s8"m~=1， 而 8"~ 
2 
oos (过 m)+isin (EE m) 不 不 等 于 也 因为 -7 


我 们 来 研究 下 面 9 个 级 数 ， 
卫 3 了 (+1)-& 
2 dwD 如 4 于 
es V25 1 E89 BE § ,Le 82 有 呈 
€ 十 五 十 py 十 Tr + 一 TI T's 
828 e992g2 卫 ga2gp ECAtDg (+ 全 


pa Ya os ee 
e i+ Ti ta 十 … 十 pT TD Fy 


他 QQ 情人 Ce+DogCe+ 轨 冯 
DT 
逐 项 把 它们 加 起 来 , 我 们 得 到 


-一 3 


OT od. eed 
6 十 好 十 二 69 抽 全 二 222 十 二 822 8 有 | 
11 2! 
o G2 ... " 
te 十 二 8 
gq! 
Earl 二 ecq+1 2 十 十 e+De (ed 二 
TT 2 十 
由 于 公式 (47)， 所 有 % 的 分 数 宪 的 系数 都 是 零 ， 而 由 于 公式 (46)， 所 
有 :的 整数 客 的 系数 的 分 子 都 等 于 2， 所 以 


go 7 
ggY 37 qz 3Y75 
e 十 妈 十 十 6 


和 23 十, “so 


0 oo 9 
Ur tr ”+ Cayy 
用 9 除 等 式 两 边 , 并 用 9(z) 表 示 所 得 到 的 整 函 数 ， 我 们 就 得 出 


p(O=~ 地 的 


_ 22 837 i 
lr trt ar 
借助 我 们 不 -次 
WY ， ~-1 六 22 39 
(7 了 + We tor 


i a 
注意 到 8=1, 把 WM(r，9) 改 写 为 
Mr， Pe et 十 十 ees-0r 二 ee-DrE、 《48) 
其 次 , 只 要 指出 了 上 面 和 式 中 每 一 个 形 如 
Ge I<meg—l1 
的 项 当 > ce 时 都 趋 近 于 零 , 我 们 就 可 采用 计算 函数 cos 的 级 的 办 法 
了 . 为 了 相信 这 一 点 ， 我 们 来 计算 这 种 项 的 模 。 为 此 只 要 在 指数 中 保 
* 这 里 指出 , 我 们 需要 带 分 指数 的 所 有 计算 ， 是 为 了 使 得 在 左边 指数 函数 
的 指数 上 者 作 z 的 分 数 次 睾 向 ,而 右边 所 有 * 的 等 者 是 整数 (否则 函数 
本 身 就 不 是 整 函数 了 )， 


留 它 的 实 部 就 够 了 ( 见 7 段 末 ). 但 是 
(e™—1)r 1 | 


。 
_a 0] ten, i 

(我 们 用 了 福 葛 佛 公式 )。 所 以 
le™—Dr 日 |=e Eeosm 等 ) | . (49) 


差 cos(m 亚 )- 工 显然 是 负 的 ， 因为 当 1<m<g-1 时 con(m 5) 本 


地 比 1 小 ， 利 用 当 + -> 时 + 了 > co 可 推 得 , 当 r -> co 时 , 表达 式 (49) 
趋 近 于 0, 这 就 意味 着 ”1”? 也 趋 近 于 0， 有 了 这 个 结果 之 后 ,我 们 就 
可 得 出 ，(48) 右边 整个 分 数 部 分 以 二 #0 为 极限 。 这 就 使 我 们 可 能 依 
据 本 段 开始 部 分 所 指出 的 办 法 去 做 进一步 的 计算 , 


换言之 ,我们 求 出 了 
， InlnM(r, ep) 2 
rg 
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第 三 章 


整 函数 的 零点 


19. 设 /2) 是 一 个 不 恒 等 于 常数 的 整 函数 复 平面 上 的 
点 4 叫做 函数 Fe) 的 零点 ,如 果 Fa) =0。 换言之 , 整 函数 的 
零点 是 方程 

Je) =0 

的 根 . 

如 果 

(2 一 Qo 十 Q12 十 Qa 人 2 十 … 十 Qn 六 十 …， (50) 

那 末 ,把 x 表示 成 2 二 4 十 (一 0), 按 以 一 0) 的 时 展开 六 

= [g++ (2—6)]’ 


一 0 十 于- os—0) 
n(n—1) 1 一 jy? .., Ni 
十 一 TD 2 (2 &) 十 十 (2 a) 了 
代入 (50), 把 (2 一 %) 的 同 次 舌 的 项 合并 起 来 ,我 们 就 得 到 了 按 
差 2? 一 4 的 宏 展 开 的 了 (%) 的 处 处 收敛 的 蜂 级 数 . 
fl2) =c0t e012— 2) 十 Ca 人 一 0)2 +t 
十 oo 一 由" 十， (51) 
作为 一 个 有 益 的 练习 ， 我 们 建议 读者 对 于 特殊 情况 (2)==e。 来 完 
成 这 个 计算 .这 时 , 他 一 定 得 到 
A CA 
当然 , 这 个 结果 是 可 以 预见 到 的 ; 就 是 
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一 一 2 oy)n 
ee 0 1t a+ 9) | 90) + 
11 21 n! 


在 (51) 中 把 sa=a 代入 , 注意 到 条 件 f(a) ==0, 我 们 得 到 
co 一 0.。 
这 样 一 来 , 如 果 w 是 函数 f(z) 的 零点 , 那 末 在 展 式 (514) 
中 的 自由 项 等 于 零 ， 可 能 出 现 接着 co 的 某 几 个 系数 也 等 于 零 
〈 例 如，ci 一 cs 一 0) 的 情况 ， 但 是 级 数 (54) 的 系数 不 可 能 全 为 
和 零 , 否则 函数 f(z) 将 恒 等 于 零 ， 而 我 们 从 一 开始 就 排除 了 这 
种 可 能 .于 是 , 在 级 数 (51) 的 系数 中 一 定 会 遇 到 第 一 个 不 为 
零 的 系数 Cx, 
05 关 0，8 ZI 
这 个 系数 的 导 码 上 (与 差 究 (一 0@)* 的 指数 相同 ) 叫 做 零点 的 重 
数 , 或 者 同样 地 叫做 零点 重 数 的 级 , 或 者 简单 地 , 叫做 零点 的 
级 ， 
于 是 ,如果 函数 /ez) 的 零点 4 的 级 是 , 那 末 
f 8) =—Cn(2— 8) tor — 0 te 
cx*#0,，k>1, (52) 
以 项 数 sinz 作为 例子 


出 这 个 展开 式 马 上 就 可 看 出 ， 坐 标 原点 是 sing 的 一 级 零点 ， 
我 们 现在 研究 函数 2 一 sinz. 
%— Sin 一 和 
显然 ,坐标 原点 是 这 个 晒 数 的 3 级 零点 ， 
20. 如 果 “ 是 整 函数 f(z) 的 级 零点 ， 那 末 由 公式 (52) 
得 出 , Fe) 可 表示 为 形式 
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ff) = 2—a)*[ert ers—a)+…], 《52 人 
这 里 cx 关 0， 上 之 1。 因为 级 数 (52) 对 所 有 的 z 都 收敛 ， 所 以 
(52) 式 右边 方 括号 中 的 级 数 也 对 所 有 的 z 都 收敛 (在 2=64 它 
的 收敛 性 是 明显 的 ; 当 * 尖 5 时 , 它 的 收敛 性 可 从 收敛 级 数 (52) 
的 所 有 项 饥 乘 数 ( 人 一 o) 飞 而 得 到 ), 于 是 这 个 级 数 的 和 是 一 个 
整 函数 ; 我们 用 gp (2) 来 表示 这 个 级 数 ， 
P2) 一 0 十 Coz3102 一 0) +, 
因为 p(o) 一 cz 基 0, 所 以 点 4 不 是 g(xz) 的 零点 ， 这 样 一 来 ,我 
们 得 到 了 定理 . 
如 果 名 是 整 函 数 (2) 的 级 零点 , 那 末 了 (2) 可 以 表示 成 
如 下 形式 ， 
f 2) — (2—0)"p(z), (83) 
这 里 (8) 仍 是 一 个 整 函 数 , 点 2 一 4 不 再 是 它 的 霖 点 了 ， 
我 们 来 考察 (2%) 是 次 数 不 低 1 的 n 次 多 项 式 的 情况 ， 
f (8) =a0+t oi Ga 十 … 二 Wat， Qn 0. (50") 
在 这 种 情况 下 ， 正 象 在 第 19 段 开始 所 指出 的 那样 ， 把 它 依 
2 一 4 的 宏 展 开 ， 在 Jo) 的 这 一 展 式 中 *~a 的 最 高 次 震 是 旬 
并 且 它 的 系数 与 @; 重合 : 
f 2) 一 co 十 ca 一 0 + Tons—0)", Cn=a¥0, (81’) 
若 & 是 (2) 的 零点 , 上 月 零 点 的 级 为 (0<ESn), 屠 末 这 一 公 
式 就 取 下 面 的 形式 : 
f (8) —Cy(2—Q) "Opt — 2) ti 十 … 二 cn (2 一 60)", 
这 里 cx 关 0C<ES?) 及 04 一 4n 关 0; 由 此 可 得 
f= 2—a) [estorr(s—0) + tn (2— 20)" 
与 一 般 公式 (63) 相 比较 ,我们 看 到 了 ， 当 (32) 是 nn 次 多 项 式 
时 ,， 整 函数 (2) 同 祥 是 多 项 式 ， 次 数 为 0<m 一 上 <nm。 这 个 多 
项 式 在 2 一 % 不 为 零 ;2 一 4 的 最 高 次 早 的 系数 等 于 cn。 
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外 上 面 押 得 到 的 结果 可 导出 著名 指 贝 伏 定理 的 下 述 有 党 
式 : 

如 果 jz) 是 多 项 式 ,2 一 0 是 它 的 在 级 堆 点 ， 那 末 (2) 可 
为 (2 一 0)* 除 尽 . 

我 们 转向 整 函 数 f(z) 的 一 般 铺 况 , 在 特殊 第 况 下 了 (还 
可 以 证 多 项 式 。 

设 5 关 ga 是 函数 了 (2) 的 1 级 零点 ， 由 公式 88) 可 得 ,成 
将 同样 是 下 2(2) 的 零点 . 事实 上 
JO) 一 (2 一 OO 一 0， 
国 为 8 一 4 和 0, 所 以 2p(D) 一 0. 

我 们 来 证 阴 ， 专 同 详 是 晤 数 go) 的 1 级 零点 . 假如 不 是 
这 洋 , 2 作为 go( 罗 的 零点 不 是 了 级 的 ,而 是 声 级 的 ,六 不 等 于 
/7 例如 五 <<1， 这 时 我 们 有 

f=2—b)Y2) 和 pC) = -Wi(), 
这 里 出 (2) 和 加 (2 是 整 函 数 ， 点 2 不 是 它们 的 零点 。 由 公式 
(53) 可 推出 ， 
2—b) 2) = 2—a) 2— bi(2), 

由 此 约 掉 G 一 8)*( 我 们 已 假定 石 过 站 得 到 

(z Dn) = (2—0) (2) (58) 
严格 说 ， 这 个 关系 式 仅 对 2 天 2 是 合理 的 ; 但 是 因为 左右 两 边 
都 是 2 的 连续 函数 ,所 以 对 =25 也 成 立 . 令 :一 六 则 左边 等 于 
零 ， 而 右边 是 数 (2 一 9)“W1(6) 到 0。 出 这 个 矛盾 可 得 出 , 之? 
的 假设 是 不 正确 的 。 同 理 可 信 , 假设 及 >7 也 不 正确 .这 样 一 
来 , 一 7. 

我 们 证 明了 , 画 数 f(%) 每 一 个 异 于 a 的 零点 是 p(%) 的 同 
级 零点 。 由 公式 (5683) 同样 得 出 ， 每 一 个 92(%) 的 零点 一 定 是 
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F (的 零点 . 所 以 公式 (53) 中 的 函数 (人 与 函数 Jo 有 相同 
的 零点 ， 并 且 级 数 也 相同 ， 但 要 除去 一 个 例外 点 a，& 不 是 
9(%) 的 零点 . 
把 所 得 结果 运用 到 函数 (2) 和 函数 Jo) 的 一 个 7 级 零 
点 bg 上 ,我 们 得 出 ， 
pO = 2— bp), (54) 
这 里 见 (2) 是 整 画 数 , 除去 点 5 不 是 出 (2) 的 零点 外 , 它 与 p(%) 
具有 相同 级 数 的 零点 。 因此 与 (2) 比较 就 知道 , 除去 4 和 5 
两 点 之 外 , 力 (2) 与 f(%) 有 相同 的 零点 . 
由 公式 (53) 和 (54) 得 出 : 
f= (200)Y(). (55) 
继续 这 个 讨论 (可 以 进一步 用 归纳 法 )， 我 们 得 到 下 面 的 
结果 ; 
著 op， 0 是 (区 的 零点 ,彼此 不 相等 ,它们 相应 的 级 
分 别 是 1, 4， …， M2, 那 末了 (8) 可 以 表示 成 下 述 形 式 ， 
f (2) = (2—o rs— Db (2— 0 "wy), (56) 
这 里 @( 妇 是 一 个 整 函 数 ， 除 去 点 @ 8，…，6 不 是 @( 人 的 堆 
点 外 ，0@(2) 与 (2) 有 相同 级 数 的 替 点 . 
当 点 4, 8,…, 6 是 f(z) 的 全 部 零点 时 ,这 是 一 个 很 重要 
的 特殊 情况 ， 这 意味 着 f(z) 在 全 平面 上 只 有 有 限 个 零点 . 
这 时 整 函数 w(%) 恒 不 为 零 ， 按 第 9 段 可 将 它 表 示 为 下 述 形 
式 : 
@ (2 一 89 人， 
这 里 9‘2) 是 整 函 数 . 
我 们 得 到 了 下 面 的 定理 : 
如 果 整 函数 让 Go) 在 全 平面 上 只 有 有 限 个 震 点 4,b,…,6， 
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自然 数 上 ,1 …, 鹃 是 这 些 零点 的 级 , 那 束 函数 jz) 可 以 表示 
成 
f= 2— O20) G0) "er (67) 
的 形式 ,这 里 9(?) 是 整 函 数 ， 
注意 到 (2 一 0)"(z 一 0)…(z 一 0)” 是 一 个 次 数 为 + 全 … 
十 m 一 n 的 多 项 式 , 就 可 推出 , 每 一 个 在 全 平面 只 有 有 限 个 零 
点 的 整 函 数 等 于 某 个 多 项 式 与 形 如 es® 的 函数 的 乘积 ,这 里 
9(2) 是 整 函数 。 
当 函 数 六 se) 本 身 是 m 次 多 项 式 时 ,公式 (56) 中 的 ok) 也 
是 多 项 式 ， 如 果 &, 6, …, 6 是 Jo) 的 全 部 堆 点 , 那 末 om(2) 就 
是 没有 零点 的 多 项 式 , 由 高 等 代数 的 茶 本 定理 (我 们 将 在 后 而 
第 22 段 证 明 它 ) 可 知 , @ (2) 不 会 是 次 数 之 1 的 多 项 式 ,因为 屠 
样 的 多 项 式 有 零点 ， 所 以 @(z) 的 次 数 为 零 ， 即 wz) 是 常数 . 
由 此 进一步 推出 , (2%) 的 所 有 零点 的 级 的 和 签 于 ni 
E+ 1 二 … 十 m% 一 n, 
和 WZ) 一 0r。 
所 以 多 项 式 的 展 式 (57) 取 已 知 形式 ， 
Jo 一 an(z 一 0 (2 一 六 六 (2 一 0 
21. 为 了 对 含有 无 穷 多 零点 的 整 函 数 作 出 某 些 结论 ， 我 
们 来 证 明 下 面 的 引 理 ， 
车 站 ( 幻 是 一 个 不 恒 为 堆 的 整 通 数 , 那 末 对 于 平面 上 的 每 
一 个 点 2 可 以 指出 一 个 以 这 个 点 为 中 心 的 园 ， 在 这 个 图 内 人 除 
去 各 本 身 可 能 是 零点 外 , 它 没 有 其 它 鹤 点， 
首先 设 f(g0) 关 0， 这 时 |7(z0) | 是 一 个 正 数 ， 由 于 函数 
了 (2) 的 连续 性 ( 它 的 连续 性 由 函数 的 可 微 性 导出 )， 对 每 一 个 
8 之 0, 都 存在 着 一 个 以 因为 中 心 的 圆 , 在 这 个 圆 内 不 等 式 
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La —f(20) | < 
成 立 , 特 别 地 ， 
{fC2) 1=|f (0) + [FG) — Fe0)]| 
>|f20)1—|1f()—f(0)|>|f(0)|—s, 
取 s 一 | 了 (so) |， 这 时 在 相应 的 圆 内 
| 1>1FG0) 1—1f (0)|=0 


或 |f (2) |>0, 
El f(z#0, 
所 是 , 当 jzo) 关 0 时 ,存在 一 个 以 s 为 中 心 的 圆 ,在 这 个 圆 内 


今 设 (20) 一 0, 大 是 加 的 级 ,这 时 ( 见 第 20 段 ) 
/2) = (2—20)*p (2), 

这 里 8p() 是 整 函 数 ,不 再 是 它 的 零点 。 根据 刚才 所 证 明 的 ， 
存在 一 个 以 % 为 中 心 的 圆 ,在 这 个 圆 内 Vs) 不 为 零 ， 显然 在 
这 个 圆 内 除去 z 外 了 (z) 没 有 其 它 零 点 ， 引 理 得 证 . 

由 这 个 引 埋 得 到 定理 

不 恒 竺 于 零 的 整 济 数 f() 在 任何 有 限 半径 的 圆 内 不 可 
能 有 无 穷 多 个 零点 ， 

我 们 假定 不 是 这 样 , 设 在 圆 |z| < 内 函数 (2) 有 无 穷 多 
个 零点 ， 这 时 根据 著名 的 波 尔 察 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 (例如 
见 格 : 马 : 非 赫 金 哥 尔 芯 著 ¢« 数 学 分 析 原 理 > 中 译本 p.256), 在 
图 的 内 部 或 者 在 边界 上 一 定 存 在 一 点 ‰, 它 是 零点 集 的 极限 
点 。 这 就 意味 着 , 在 以 z 为 中 心 的 任何 圆 的 内 部 包含 了 (的 
无 穷 多 个 零点 , 这 显然 与 刚才 所 证 的 引 理 相 矛 盾 . 

作为 推论 , 我们 得 到 了 整 函 数 的 唯一 性 定理 , 

如 果 两 个 整 函 数 (z) 和 g(z) 的 值 在 任 一 个 具有 有 限 六 


1 


径 的 贺 芝 内 的 一 个 无 穷 点 集 上 重合 ， 那 末 这 两 个 函数 被 此 履 
等 ， 
fl2)=9(%). 

事实 上 , 差 /az) 一 g(2) =p (3) 是 整 函 数 ， 它 在 满足 f (2%) 
一 g(2) 的 点 上 取 零 值 ， 如 果 假 定 w(z) 去 0, 那 末 就 会 得 到 一 个 
与 刚才 所 证 的 定理 相 了 矛盾 的 结论 .所 以 pC%) 三 0, 也 就 是 了 (%) 
三 g (2). 

特别 地 , 如 果 在 圆 玉 的 一 个 无 穷 点 集 上 f(z) 取 同一 个 位 
4, 那 示 f(z) 二 4( 只 要 把 刚才 所 证 明 的 定理 用 于 f(z) 和 g(2) 
= 一 4 就 可 以 了 ). 

我 们 回 到 整 函数 (2) 埋 0 的 情况 .没有 什么 东西 妨碍 它 
在 整个 复 平 面 上 有 无 穷 多 个 零点 ， 例 如 , m 的 每 一 整数 伴 

nz， 一 0， 土 了， 土 2，… 
都 是 sinz 的 零点 . 

我 们 假定 je) 在 整个 平面 上 有 无 穷 多 个 零点 ， 并 研究 以 
坐标 原点 为 中 心 半 径 分 别 等 于 二 2，3，… 的 圆 ， 根据 前 面 
所 讲 的 , 这 些 圆 中 的 每 一 个 只 包含 /ec) 的 有 限 个 零点 ， 这 就 
使 我 们 有 可 能 把 f(z) 的 所 有 零点 无 例外 地 都 编 上 号 , 既 不 允 
许 重 复 也 不 允许 漏 掉 . 这 是 能 够 做 到 的 . 首先 把 |z|<1 内 
所 有 的 零点 以 任 一 种 顺序 (例如 以 模 不 减 的 顺序 ) 编 上 号 ， 设 
这 些 号 码 中 没有 用 到 的 第 一 个 数 是 如 之 1( 因 此 ， 在 圆 |?| 委 工 
内 可 以 找到 函数 的 右 一 1 个 彼此 不 同 的 零点 )， 接 着 从 如 开 
始 , 继续 对 属 十 闻 |z| =i 和 |z| =2 所 围 成 的 圆 环 (精确 地 说 ， 
圆 环 1 之 |z|<<2) 中 的 零点 进行 编号 , 设 在 这 些 号 码 中 没有 用 
到 的 第 一 个 数 是 馈 , 然后 转向 圆 环 2 过 |z|<<8, 从 ks 开始 继续 
对 其 中 的 零点 进行 编号 , 重复 这 -一 步骤 直到 无 穷 ， 从 上 面 的 
讨论 可 以 导出 ， 当 整 函 数 fo) 在 平面 上 有 无 穷 多 个 零 点 时 ， 

— 4 


对 这 些 零点 进行 编号 , 例如 以 模 不 减 的 顺序 
(al [zl | ||! 
进行 编号 后 , 所 有 这 些 零点 就 可 排 成 一 个 序列 
Zi YZ2; C8, 2 机 
序列 {zn} 的 极限 等 于 cc: 


lim 2 一 co。 


H+00 
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第 四 章 
高 等 代数 基本 定理 和 上 毕 卡 小 定理 


22. 在 第 4 有 段 证 明 的 刘 维 和 尔 定 理 使 我 们 可 以 较 简 单 地 
建立 所 谓 高 等 代数 基本 定理 ; 

方程 

Qo 二 2 十 十 Gn? 一 0， 这 里 nn 之 1,， 0 了 0， (58) 

至 少 有 一 个 复数 根 . 

显然 ,在 这 个 定理 中 谈 的 是 关于 ”>> 工 次 多 项 式 的 最 一 般 
和 最 重要 的 性 质 。 设 Ps(%) 一 ao 十 cz 十 … 十 an2 我们 用 反 证 
法 来 证 明 这 个 定理 . 假如 定理 不 真 ， 那 末 P(z) 在 复 平面 上 


处 处 不 为 零 ， 函 数 7 (2) = -CT 作为 两 个 整 本 数 的 商 ,而 且 


分 母 不 为 0， 所 以 它 一 定 是 整 函数 ( 见 第 5 段 )， 显然 它 不 是 
常数 ,因为 它 的 分 母 是 变化 的 , 并且 当 z 趋向 于 co 时 分 母 趋 
向 于 oo( 例 如 , 这 一 事实 可 从 公式 (27) 导出 ; 公式 (24) 对 适合 
条 件 的 平面 上 的 任何 点 和 和 任 一 %> 工 次 多 项 式 成 立 )， 根 据 
刘 维 尔 定理 ,这 种 函数 的 最 发 异 MM(7, 用 一 定 随 了 趋向 co 而 
趋向 于 co。 但 是 这 与 函数 本 身 趋向 于 零 相 矛 盾 (因为 分 数 
-的 分 母 趋向 于 co， 而 分 子 保持 常数 )。 从 这 个 不 盾 就 
得 到 定理 是 正确 的 . 

我 们 认为 方程 (58) 的 每 个 根 取 忆 次 就 是 它 的 儿 重 根 ， 现 


在 可 以 断言 ,方程 (58) 的 全 部 根 数 与 多 项 式 f (2) 的 次 数 相等 . 
k+lt m=n, 
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( 见 第 20 段 的 来 尾 , ) 
23. 在 第 17 段 里 我 们 主张 把 超越 整 函 数 
f (2) =00 十 ig 十 a 十 十 (ng 十。 (59) 
看 作 一 种 无 穷 高 次 多 项 式 ， 现 在 到 了 审查 一 下 这 种 看 法 的 根 
据 何 在 的 时 候 了 。 如 果 这 种 类 似 确实 存在 的 话 , 那 未 ,无穷 
高 次 方程 


Go 十 042 十 Ga22 十 十 Go 十 一 个 (60) 
一 定 有 无 穷 多 个 根 ， 但 一 开始 就 是 失望 等 着 我 们 。 方 程 
区 好 9 
1+jr+ tt 0， (61) 


也 就 是 e=0, 正如 在 第 7 有 段 所 指出 的 , 一 个 根 也 没有 .这 个 
命题 可 用 一 个 不 大 的 折衷 办 法 来 挽救 ,我们 加 到 n 之 1 次 多 项 
式 Ps(%) 的 情况 ， 代 远方 程 (58) 我 们 来 考虑 一 个 形式 更 一 般 
的 方程 
Co 十 02 十 022 十 十 Oo 一 4， (B58’) 
这 里 4 是 任意 一 个 复数 显然,， 它 仍 是 % 次 方程 ; 因为 它 可 
以 化 为 形 如 
Qa(%) 一 0 

的 方程 , 这 里 @ (2) = .Po 一 和， 于 是 方程 (58) 对 任何 4 都 
有 和 和 方程 次 数 相 同 的 个 数 的 根 ,也 就 是 w 个 根 . 

对 应 于 (58) 到 (58') 的 过 渡 , 代替 (61) 我 们 考虑 更 一 般 的 
方程 


| 或 ez 一 4， (61”) 
1! 3 n! 人 


其 中 4 是 任意 复数 ， 
在 第 8 段 我 们 已 经 证 明了 ， 这 个 方程 对 任何 的 4 关 0 有 


一 给 一 


无 穷 多 个 根 , 也 就 是 , 有 方程 的 次 数 (co) 那 么 多 的 根 ， 因 此 ， 
在 多 项 式 和 超越 整 函数 (在 现在 的 情况 下 古 。”) 之 间 的 类 似 对 
所 有 的 4 保持 , 但 要 除去 一 个 例外 值 。 

代替 方程 (61) 我 们 现在 研究 方程 


cos z= A4., (62) 
用 欧 拉 公式 (16) 替 换 cos z, 我 们 得 到 
er 二 6- 经 
一 3 
注意 到 oe- 一 -三 ,并 做 适当 变形 ,就 有 
62%—2Aer 二 1 二 0, (63) 
6 一 20， (64) 
那 来 这 个 方程 就 化 成 了 二 次 方程 
2 一 24W 十 1 一 0， 
由 此 


w= AtMVA 1 = A VIi— A (65) 

(在 根 式 前 我 们 不 写 双 重 符号 是 为 了 强调 二 次 方程 的 根 必须 
看 成 两 个 )， 从 ww 出 发 ,为 了 求 出 方程 (62) 的 根 就 必须 解 方 程 
《64) , 我们 已 经 知道 了 , 只 要 % 关 0, 就 有 无 穷 多 个 指数 议 ( 因 
上 时 ,也 就 有 无 穷 多 个 2) 的 值 满足 这 个 方程 , 即 

is=Lnw, z= —iLnw=——iLn(A4+ivV1l— A3), (66) 
但 是 由 公式 (65) 可 推出 , 车 w=0, 就 有 i 一 如 一 一 4, 由 
开征 一 LI 一 4 这 是 不 可 能 的 . 这 样 一 来 ,对 于 不 管 ; 样 的 4， 
出 公式 (65) 所 确定 的 ww 值 都 不 为 零 。 所 以 方程 (64), 因此 也 
有 方程 (62) ,对 任何 的 4( 没 有 任何 例 外 ) 都 有 无 穷 多 个 根 ， 

中 .原来 在 方程 

6 一 4 和 cosz% 一 4 


中 所 发 现 的 规律 性 对 一 切 超越 整 函数 具有 普遍 意义 ， 这 就 是 
法 国 数学 家 毕 卡 早 在 1878 年 就 证 明了 的 下 述 的 著名 定理 . 
毕 卡 小 定理 ”如果 了 C2) 是 一 个 超越 整 函 数 , 那 末 方程 
一作 (67) 
有 无 穷 多 个 根 , 这 里 4 是 任意 一 复数 ,可 能 除去 4 的 一 个 例 
外 值 4 这 个 值 依 赖 于 函数 )， 对 这 个 值 方程 可 以 只 有 有 限 个 根 
(其 至 一 个 根 也 没有 ). 
对 于 函数 6, 那样 的 例外 值 是 4=0; 函数 eos z 没有 任何 
例外 值 ， 可 以 验证 , 函数 sinz 也 没有 例外 值 , 即 方程 
Snzy 一 4 
对 任何 复数 4 都 有 无 穷 多 个 根 . 
现在 我 们 看 到 了 ， 必 须 做 怎样 的 折衷 才能 把 超越 整 函 数 
看 作 无 穷 高 次 多 项 式 ， 这 就 是 对 给 定 的 函数 只 允许 一 个 可 能 
的 例外 值 ， 对 这 个 值 方程 (67) 的 根 数 可 以 与 这 个 方程 的 “次 
数 ”( 等 于 无 穷 ) 不 一 致 . 
毕 卡 也 得 到 了 上 面 定理 的 不 同形 式 的 氢 述 和 强化 ， 下 面 
就 是 其 中 之 一 ， 
如 果 函 数 了 (8) 的 级 是 有 限 的 , 且 不 是 整数 , 那 末 方程 (67) 
对 于 一 切 4 (没有 任何 例外 ) 都 有 无 穷 多 个 根 . 


例如 在 第 芭 段 曾 指出 过 ， 爷 -二 和 就 是 这 样 的 整 阴 
数 , 它 的 级 等 于 却 ， 所 以 可 以 肯定 , 方程 


VB VB 
4 (68) 


对 任何 复数 4 都 有 无 穷 多 个 根 。 但 是 , 在 已 给 的 这 种 情况 下 
不 必 引 用 一 般 定 理 就 可 相信 它 ， 这 个 方程 可 以 化 为 我 们 在 上 
而 已 经 研究 过 的 方程 008z=4 的 情况 ， 事 实 上 , 引进 新 的 变 


量 & 去 替代 光 设 


AWAY 一 1， 
这 时 方程 (68) 取 形式 
| 或 cosL 一 4 


而 这 个 方程 对 任何 4 都 有 无 穷 多 个 根 ( 见 第 23 段 ). 这些 根 
& 中 的 每 一 个 都 对 应 于 方程 (68) 的 根 *= (从 )? 一 一 2. 
25. 在 中 学 教科 书 中 用 图 形 解 的 超越 方程 的 例子 中 主要 
是 下 面 几 种 类 型 
a= Ax, w= Am, sinw=Ar 
等 等 . 
在 这 些 方程 中 , 左边 是 超越 整 函数 , 而 右边 是 多 项 式 (给 出 的 
例子 是 4 或 2 乘 以 某 个 常数 4， 显 然 , 这 些 方程 中 的 每 一 个 
都 可 概括 地 用 形 如 
Jo) =AP(s) 《69) 
的 方程 表示 , 这 里 .是 超越 整 函数 ,而 了 P(g) 是 多 项 式 ， 
对 每 一 个 给 定 的 4, 第 34 段 的 定理 不 能 判断 方程 (69) 的 
根 的 个 数 . 把 这 个 方程 写成 
f (2)—AP(2) =0, 
我 们 看 到 了 ,问题 在 于 寻求 整 函 数 的 零点 ， 但 是 可 能 出 现 右 
边 的 数 0 怡 是 函数 了 (z) 一 4P (的 例外 值 的 情况 ， 这 时 方程 
(69) 就 只 有 有 限 个 根 . 
下 面 的 定理 指出 了 形 如 (69) 的 方程 的 根 的 实际 情况 如 何 ， 
如 果 Jo) 是 一 个 超越 整 函 数 ，P(z) 是 一 个 不 恒 竺 于 零 的 
多 项 式 , 那 末 , 对 所 有 的 女 值 ,可 能 人 除去 一 个 例外 值 ,方程 (69) 
有 无 穷 多 个 根 ( 可 能 的 例外 鸽 依 精 于 了 f(z) 和 了 (2)). 
在 设 已 4 = 二 则 毕 卡 小 定理 ( 见 第 24 段 ) 就 作为 这 个 定 
一 6 一 


理 的 特殊 情况 而 得 到 ， 所 以 ,如果 证 明了 本 有 段 的 这 一 定理 , 毕 
卡 定 理 的 正确 由 就 建立 了 .附录 全 中 给 屿 了 证 明 , 但 是 加 
了 函数 .Fo 的 级 是 有 限 数 这 个 条 件 , 同时 也 证 明了 当 /的 
级 是 分 数 时 不 存在 4 的 例外 值 ， 

我 们 把 这 个 定理 应 用 于 本 段 开 始 指出 的 特殊 情况 中 去 . 

我 们 指出 ,不 失 一 般 性 , 可 以 认为 指数 函数 的 底 a (a 了 
等 于 e， 事实 上 , 车 4*e, 那 末 令 4~=e"" ,就 把 方程 一 Az 宪 
示 成 了 ew 一 Aw 的 形式 .引进 新 的 自 变数 mi 一 zimno, 方程 就 
化 为 下 述 形式 了 : 


A 
6E2 一 可 21 一 do 


例如 ,方程 空 一 28 可 以 表示 为 om= 下 号 的 形式 . 


| 这 样 一 来 ， 我 们 研究 方 
1 程 
全 ee 一 4 (70) 
而 且 在 开始 我 们 认为 4 是 
实数 , 并 且 也 只 求实 根 ， 从 
一 f la 坐标 原点 引 欧 线 y=e? 的 切 
一 一 线 ( 见 图 四 ， 如 果 (oo 内 是 
一 / 二 唐 点 , 那 并 未 切线 方程 是 
罗 3 4 一 加 一 多 (一 020)， 
这 里 -er We 记 着 切线 经 过 举 标 原点 


《0， 0)， 我 们 得 到 ， 一 bo 一 — Yowo, 即 Ee™ = "0, 或 wo=1, 加 一 
ce" 一 56， 也 就 是 切线 的 斜率 等 于 e。 借助 于 图 3 可 以 确信 ， 当 
0<4<e 时 ,直线 y 一 4z 与 曲线 ye 没有 公共 点 , 也 就 是 方 


0 一 - 


程 (70) 没 有 实 根 ， 当 4<0 时 ,方程 只 有 一 个 实 根 、 最 后 , 当 
4 之 ce 时， 它 有 两 个 ( 且 仅 有 两 个 ) 实 根 ， 当 4 一 。 时 《切线 情 
况 ), 看 作 十 一 个 重 根 *。 当 4 是 实数 时 方程 (70) 的 实 根 就 这 
几 种 情况 ， 

为 了 说 明 虑 根 存在 将 不 再 要 求 4 是 实数 ， 当 4=0 时 ， 
正如 我 们 所 知道 的 ,方程 (70) 完 全 没有 根 . 根据 本 段 的 定理 ， 
不 可 能 有 其 它 例 外 值 , 因此 ,对 任何 4*0, 方程 (70) 有 无 穷 多 
个 复 根 . 


关于 方程 
gin z= .Ag (71) 


欧 根 的 个 数 间 题 ， 所 以 复杂 一 些 ， 是 因为 在 方程 (70) 的 情况 
下 ， 一 望 而 知 4=0 是 鹿 外 值 。 而 在 已 给 的 情况 下 是 否 存在 
例外 信 是 不 清楚 的 ， 

我 们 把 4 当 作 实数 . 在 4=0 时 ,方程 取 形 式 

Sinz 一 0; 

它 有 无 穷 多 个 实 根 z 一 nm 《这 里 %n 一 0， 土 I， 土 2,…), 而 没有 
一 个 虚 根 (可 用 表达 sin% 的 欧 拉 公式 (16) 来 检验 如 果 
440， 那 末 直 线 y=A42 与 正 玖 曲线 ysin ww 具有 有 限 个 交 
上 扩 , 并 且 不 管 4 怎样 取 至 少 有 一 个 交点 一 一 原点 ， 

因此 ， 当 4 是 实数 且 4z0 时， 方程 (71) 有 有 限 个 实 根 
《不 少 于 一 个 )。 为 了 说 明 一 般 前 根 数 问 题 〈 既 有 实 的 世 有 证 
的 ) ,我 们 认为 4 是 任意 复数 . 把 方程 (11) 写成 形式 


4. (71) 


* 实 根 不 超过 两 个 的 理由 如 下 : 肝 线 y 一 e? 是 册 的 (下 西 ), 所 以 直线 不可 能 
与 它 在 多 于 两 点 处 相交 . 另 一 方面 , 直线 Y=Azw 在 与 曲线 第 一 次 相交 后 ， 
不 可 能 一 直 与 曲线 相 重 合 ( 因 为 e* 比 4z 增长 得 快 ); 所 以 一 定 是 两 个 交 
点 。 


LA 
-一 5 一 


同时 我 们 可 以 会 去 方程 (7 了 DD) 的 一 个 ( 仅 仪 一 个 ) 根 ， 即 等 于 零 
的 那个 根 ， 函 数 一 是 一 个 超越 整 函 数 ,因为 


Sinz Ca 
2 lrtBr 7+ 


是 一 个 处 处 收 剑 的 寡 级 数 ， 不 难 相信 它 的 级 是 1， 作 变 电 替 
换 z= WE , 它 就 变 为 整 函数 
mx 


VE 57 7 1 
它 的 级 是 分 数 十 ， 因 此 ,对 于 方程 


sins/Z 一 1 
A A (71") 


可 以 应 用 上 上段 指 出 的 毕 卡 定理 .由 此 可 得 ,方程 (71") 对 任何 
的 4 都 有 无 穷 多 根 , 所 以 方程 (71) 也 有 无 穷 多 个 根 z= Vo， 
最 后 得 到 结论 , 对 任何 的 4 方程 (71) 都 有 无 穷 多 个 根 ， 即 这 
里 不 存在 例外 值 ， 在 4x#0 的 条 件 下 ， 除 去 有 限 个 根 外 都 是 
虚 根 ， 

26. 在 上 一 段 里 我 们 研究 了 形 如 f(z) =4P(z) 的 方程 ， 
其 中 了 (2) 是 超越 整 鲨 数 , P(%) 是 多 项 式 , 4 是 复 常 数 . 

最 后 ,我 们 研究 方程 

J =Ag(e), 《72) 

其 中 f(z) 和 gz) 是 不 同 的 超越 整 函 数 ， 蕊 如 , 我 们 可 以 研究 
方程 霹 z 一 4， 它 可 以 写成 形式 Sinz 一 4 co8 也 可 以 研究 方 
程 e=4 sin%, 等 等 ， 

下 面 的 定理 是 正确 的 ， 

如 果 了 (2) 和 9g(2) 是 两 个 超越 整 济 数 ， 它们 的 比 不 是 有 理 
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函数 ( 即 ， 假 定 2 到 可 这 里 卫 (的 和 @(@) 是 多 项 式 )， 


那 末 方程 (72) 对 任何 复数 4 都 有 无穷 多 个 根 ， 但 可 能 除去 两 
个 例外 值 , 对 于 这 两 个 值 方程 可 能 只 有 有 限 个 根 (也 可 能 根本 
没有 根 ). 

如 果 我 们 利用 本 身 就 很 重要 的 亚 站 函数 的 概念 ， 那 末 这 
一 结果 可 以 玫 达 得 更 简章， 函数 op(@) 称 为 亚 纯 函 数 ， 如果 它 
可 以 表示 为 两 个 整 画 数 的 商 ， 


_ Co) 
P(2) gy 


特别 地 , 有理 函 数 ,也 就 是 可 以 表示 为 两 个 多 项 式 的 商 的 
函数 是 亚 纯 函数 ， 可 以 证 明 , 每 一 个 非 有 理 遂 数 的 亚 纯 函 数 
也 不 可 能 是 代数 函数 ,因而 是 超越 函数 .例如 

sin 


多 COSZ 
妈 2== ,Ctgz= 一 一 ， 83602 一 
CO8S gin% COB 区 


等 等 ， 是 超越 亚 纯 函 数 的 例子 . 
特别 地 ,由 亚 纯 函 数 的 定义 可 知 , 每 一 个 整 函数 .je) 也 同 
样 是 亚 纯 函数 ， 因 为 它 可 以 表示 成 比 


f@ =f 


显然 ,这 一 段 的 基本 定理 所 谈 的 是 关于 形 如 


fC) 
(2) ge 4 


的 方程 的 根 的 问题 , 这 里 p(z) 是 一 个 ( 非 有 理 函 数 的 ) 亚 纯 函 
数 . 

所 以 这 个 定理 可 以 简单 地 叙述 如 下 ; 

如 果 V() 是 一 个 超越 亚 印 函 数 , 那 末 方程 


2 


O90 2 一 


一 站 一 


2 (2 一 4 
对 于 每 一 个 4 的 值 , 除去 两 个 可 能 的 例外 值 , 有 无 穷 多 个 解 。 
到 最 简单 的 方程 
tps= 4 (78) 
作为 例子 , 我 们 来 证 明 , 两 个 例外 值 的 确 是 可 能 的 .事实 上 ， 


根据 定义 ,说 z 等 于 2 和. 把 方程 改写 为 sinz 一 4cosz, 并 用 
欧 拉 公式 (16) 代替 sn 与 cosz, 我 们 得 到 


$2 到 这 一 好 
é > A é ， 
出 此 有 (1—Ai)e”= (1+Aie» 
两 边 滋 (这 是 一 个 不 为 零 的 数 )， 方程 化 为 
(1—Ai)e®=1i+Ai. (78’) 
如 果 4 一 6, 那 玉 方 程 取 形式 
De2iz 0 或 es 一 0. 
我 们 知道 , 它 没 有 根 . 白 以 方程 (73) 在 4 一时 也 没有 根 ， 
如 果 4= 一 二 那 未 方程 (737) 取 形式 
0.6°*=2, 
显然 ,这 也 没有 根 . 所 以 方程 (003) 站 4 一 一 时 也 没有 根 . 
这 样 一 来 ,我 们 获得 了 方程 (C73) 的 两 个 例外 值 十 和 一 
由 本 段 定理 知道 ， 再 没有 4 的 其 它 例 外 值 了 。 事实 上 ， 设 
4z 士 人 这 时 方程 C73 可 以 吉成 形式 


ex*—B, (78") 
这 里 B- 了 于 纯 : 关 0， 化 为 对 数 ,我 们 得 到 

2is=Ln B, 
出 此 此 :一 二 LnB, 


= 56 — 


或 者 


1 1++Az 
多 页 i (74) 


这 个 公式 中 包含 着 方程 (78) 的 无 穷 多 个 根 . 
例如 设 4 一 1, 所 讨论 的 就 是 关于 最 简单 的 方程 
te 2=1 
的 解 的 问题 。 根 据 公 式 (74) 我 们 有 
并 十 了 工 1 (十 汉 ? 


I TD 
1 2 1. 
一 六 可 一 Lng 


但 是 , 根据 公式 (22) 


Lni—In|i| +i(argi 2nn) -In1+i( 所 


一 直到 十 2nz )， n=0, 土 1,， 土 2, …. 


十 2 ) 


2 


一 本 十 er， 一 0， 十 了， 士 2，… 


方程 霹 z==1 的 所 有 这 些 根 都 是 初等 数学 中 已 经 知道 了 的 .但 
是 ,从 戒 们 的 计算 中 并 没有 得 出 更 多 的 根 , 也 就 是 这 个 方程 没 
有 虚 根 . 

27. 在 我 们 的 问题 中 不 包括 实际 地 计算 方程 的 根 的 方 

法 , 这 些 间 题 在 近似 计算 的 书 中 研究 *， 我 们 仅 限 于 举 一 个 例 
子 : 求 方程 

6 一 42 (A¥0) (70) 

的 根 的 渐 近 值 , 也 就 是 , 引出 一 个 求 根 的 近似 公式 , 使 得 根 的 

* 例如 见 B. [. 吉米 多 维 奇 和 互 . A. 马龙 ,< 计算 数学 基础 ?第 四 章 . 
— S57 一 . 


模 越 大 越 精 确 . 

在 第 25 段 我 们 已 经 指出 , 当 4 关 0 时 方程 (70) 有 无 穷 多 
个 根 ， 我 们 还 指出 了 ,对 于 每 一 个 4, 所 有 这 些 根 都 可 排 成 一 
个 趋向 于 ce 的 序列 ( 见 第 21 有 段 )， 为 简单 起 见 , 我 们 认为 4 
是 正 实数 。 这 时 对 方程 (70) 的 任何 根 z=w 十 gy 有 

lel=4lz|, 
或 者 
er— AN t+. (70’) 
但 根 的 模 趋 向 于 oo 
(|z|=V 于 十 多 一 十 co)， 
所 以 时 ~> 十 co 也 就 是 一 十 cc。 把 (700) 改写 为 


的 -二 的 mn 
并 注意 到 , 当 一 十 co 时 ， 包 -一 0. 我 们 断言 ,| 岂 -> 寺 , 也 
就 是 关于 方程 (70) 的 根 的 实 部 和 庶 部 的 渐 近 公式 
ls 6 


砍 立 。 把 根 的 值 * 一 “十 多 代入 (70) , 我们 有 
1YW— A(v+ig), 


或 者 Ceo=e*(008Y+ iosiny) =AC(+iy), 
由 此 比较 实 部 和 虚 部 ,我们 得 到 
6 cosy= Az, CU siny = Ay., (70"") 


我 们 用 等 价 的 方程 组 \70”) 来 代 蔡 (70). 前 面 已 经 指出 , 根 的 

实 部 趋向 于 十 co。 所 以 对 离 坐标 原点 足够 远 的 根 可 以 认为 

2>0， 显然 ,出 方程 (70") 可 推出 , 若 一 数 对 (%, 急 满 足 它 , 那 
”如 果 两 个 变量 的 比 的 极限 是 卫 就 说 它们 同 近 地 相等 。 
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未 数 对 (2， 一 仍 也 满足 它 。 这 就 意味 着 ， 方 程 (70) 的 复 根 关 
于 实 轴 对 称 ， 也 就 是 成 对 的 互 为 共 儿 ， 所 以 可 以 谈论 关于 
y>0 的 根 的 序列 , 和 另 一 个 (对 称 的 ) 关 于 y<0 的 根 的 户 询 . 

我 们 先 研究 y>0 的 根 ， 对 于 这 些 根 ,由 上 面 刚 证 明 的 渐 
近 等 式 


1 。 
YT 


所 以 方程 (70”) 的 第 一 个 给 出 了 
singy~1, 
而 这 意味 着 ， 


9 一 束 十 2 一 3n， 


当 ?% 一 co 时 , 这 里 的 ee 取 正 整数 ), 把 这 个 9 值 代入 方 
程 (70"”) 中 的 第 一 个 , 我 们 得 到 


czgin es 一 An 或 sin en= 


因为 gin ss 二 sw 所 以 由 此 得 到 渐进 等 式 
Lo ,Aw ww In(CAy) 
En~ Go 二 CG 
®” Ay 9 y 
但 是 由 前 面 对 gy 求 出 的 公式 得 到 ,gy 完 2nx, 因 此 
~ In.(2Arn) 
272 * 


dm 
6 “ 


. 


Ee 


于 是 ， 
(24m) 


2 
A , In(2Axn) ] 
2 32mr7 
1 In@2Axn) ] 
4or2722 


9 宁 十 25n 一 一 一 ， 


vIn(Ay) =In| 
~In(2Awn) +In [1+ 
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In(24Axn) 十 
dn 
所 以 我 们 得 到 了 关于 方程 C70) 的 根 的 浙 近 公式 
网 了 1 
z=w+iyTIn (2Anmn) 十 而 
ln (2Axn) | 


十 1 TT 
+ 2mn+t 2 2or7 


这 里 n 取 正 整 数值 《我 们 在 一 个 公式 里 表达 了 带 有 正 的 弄 部 
和 带 有 负 的 虚 部 的 两 个 根 的 序列 ) .读者 用 代入 法 不 难 相信 ， 


求 出 的 * 值 (精确 到 量 2 的 级 ， 当 无 限 增 大 时 ,也 和 2 无 


限 小 ) 近 似 地 满足 方程 (70). 
所 得 公式 可 以 用 于 解 方程 
sinz 一 Az ( 当 4>0). (71) 
在 这 个 方程 里 根 % 一 ww 十 约 成 对 地 关于 坐标 原点 对 称 ,并 且 |y| 
随 着 根 离开 坐标 原点 而 无 限 增长 . 由 此 推 得 ,只 要 研究 y<0 
的 根 就 可 以 了 (要 足够 远离 坐标 原点 ); 另 一 根 可 用 同时 改变 
% 和 Y 的 符号 而 得 到 、 用 欧 拉 公式 代替 sinz, 这 时 方程 (71) 
可 写 为 . 
ee 一 6 一 2422， 
或 者 ,用 新 变量 ww 代 夫 和 2， 
er— ew—9Aw, (C71) 
这 里 4 一 全 一 一 9 二 2， 并 且 当 9 一 一 ce 时 ，|e? 呈 一 |e 和 | 一 
几 玉 0, 抛 去 无 穷 小 量 e”, 我 们 得 到 了 关于 近似 根 的 简化 方程 
lIn(1Te) ss， 当 8 一 0 时 。 
取 e 一 十 一 下 -并 抛弃 一 睹 加 人 9， 办 为 它 是 比 也 -更 高 级 的 


dm 
无 穷 四 


6 一 2420. 
与 方程 (70) 相 比 较 , 我 们 看 到 了 , w 可 以 用 形 如 
ww+iw 才 In(44nn) 十 元 - 


. TIn(iAxn) 
的 浙 近 公式 来 表示 ， 对 于 2 一 于 一 一 iw, 我 们 得 到 


sz 一 十 | 2mn 十 7 一 了 人 drm) | 
-i[In(4Arn) + 地 -| 


这 里 n 取 正 整数 值 ， 如 果 考 虑 到 根 关 于 坐标 原点 对 称 , 所 以 
也 必须 在 虚 部 前 面 冠 以 双重 符号 。 
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第 五 章 
代数 关系 式 . 加 法 定理 


28， 我 们 已 经 看 到 了 , 异 于 多 项 式 的 整 函 数 f (2) 不 满足 
任何 代数 方程 ( 见 第 16 段 )。， 这 也 正 是 这 种 函数 叫做 超越 函 
数 的 原因 ， 但 是 两 个 超越 整 函 数 可 能 用 代数 方程 联系 起来， 
最 简单 的 例子 是 snz 和 cos%, 它们 满足 关系 式 


qin32 十 cos3g 一 工 ， (75) 
我 们 来 研究 更 一 般 的 关系 
[f (2)]"+ [9(2)]1"=1, (76) 


这 里 nw 是 不 小 于 2 的 整数 ,我们 提出 的 问题 是 , 找 出 满足 这 一 
我 们 从 情况 ”=2 开始 . 除去 sinx 和 cosz 以 外 ， 是 否 还 
有 其 它 整 函数 以 这 一 形式 的 方程 式 相 联 系 呢 ? 因为 75) 关于 
z 是 恒等式 ,所 以 以 任何 整 函数 代替 z 等 式 仍然 成 立 。 例 如 ， 
我 们 可 以 写 出 : 
gins( 工 一 ?十 229 十 co082( 代 一 2 十 229 一 二 
Sin? (e*) 十 c082(eo] 一 工 
一 般 地 , 若 hz) 是 任 一 整 函 数 , 那 末 
gin? [2(2)] + cos?[h(2)] 一 工 
因为 整 函 数 的 整 函 数 还 是 整 函 数 ( 见 第 5 段 )， 所 以 我 们 得 到 
了 下 面 的 结果 ; 
存在 着 无 穷 多 对 整 函数 
sin [2)] 和 cos [h(2)] (77) 


《这 里 及 (2) 是 任意 一 个 整 函 数 )， 它 们 以 代数 关系 式 (76) 相 
我 们 现在 来 证 明 逆 定 理 的 正确 性 ， 
如 果 f(%) 和 g(2%) 是 一 对 满足 关系 式 
[fC2)]?+ [9(2)1?=1 (78) 
的 整 函数 , 那 末 存在 着 一 个 整 函 数 1(z), 使 得 ,Faz) 一 cos [2(2)] 
和 g(2) 一 sin [4(z)]. 
为 了 定理 的 证 明 , 我们 把 方程 (78) 化 为 形式 
[f C2) +ig(2)I LF) —ig(2)] =1. (78) 
由 此 易 见 , (2) 十 名 ( 罗 是 一 整 函 数 ,对 任何 的 2 都 不 为 零 . 所 
以 ( 见 第 9 段 ) 存 在 一 个 整 函 数 , 我 们 以 饮 ( 匀 来 表示 它 ， 使 得 


的 十 订 的 一 oo (79) 
因此 ， 
了 一 1 一 Wo) 
FO) iO TO (80) 
由 (C79) 和 (80) 可 得 ; 
FO) = 0s[h (2)], 
gO) = ein[h (2)], 
这 就 是 要 证 明 的 . 
29. 现在 来 研究 一 般 方程 
Cf 1+ [g(t, Ge) 


这 里 "之 3， 我们 证 明 一 个 属于 法 国 数学 家 蒙 得 尔 的 定理 : 不 
看 在 任何 一 对 不 恒 等 于 常数 的 整 函 数 满 足 这 个 方程 式 ， 
我 们 先 把 二 项 式 巡 十 1 分 解 成 线性 因子 的 乘积 ， 为 此 ,只 
要 求 出 方程 必 十 1=0 或 加 = 一 的 所 有 个 根 就 可 以 了 ,这 
些 根 是 ， 
一 63C— 


oo — 008 Tm 十 2k ogin 十 2km ， 
入 nN 
LA=0, 1, 2, "°° n-—1i, 
事实 上 , 它们 两 两 不 同 且 都 满足 网 = 一 1. 


为 简单 计 , 设 zo 一 co8 于 十 isin 本 一 8s, 我们 有 
32X 十 工 
ms 一 (cos 亚 +isim 严 ) =—8%tl, 下 一 0 1,.…, nC—1, 


因此 ， vw" 二 1= (8—%0) (2 一 0 (vo— vn) 
一 (一 (~—8). (0— em”), 
用 商 了 代替 w, 两 边 乘 [g(2)]*， 得 到 恒等式 
[GD)]"+ [gC2)]"= [GO 一 sg 人 (1[f( ~ 03g(2)] 
[f (0) 一 sag (9)]…[Fe) — e*” 1g(2)]. (81) 
由 关系 式 (76) 可 推 知 ，(81) 式 的 右边 对 于 任何 * 没有 一 项 为 
零 ， 因 为 其 中 的 每 一 项 都 是 整 函 数 ， 所 以 我 们 指出 ( 见 第 9 
眉 ), 存在 整 函数 ho(2)， 训 u()，…， hn_1(), 使得 
7 一 eg() =, f(2) — eg(2) 一 cn， 
j 人 一 sg( 人 =eo «oo, f (0) — eig(g) 一 er 人、(82) 
我 们 研究 这 些 等 式 中 的 前 三 个 (所 有 这 些 等 式 中 的 %, 我 们 都 
假定 % 宇 只， 逐个 地 进行 计算 , 由 第 一 个 减 第 二 个 , 由 第 二 个 


减 第 三 个 ,我 们 得 出 
(ee 一 9 一 ao 一 oo 
(85 83) 0 (8) 一 Cja(9) _ Em) (83) 
注意 到 ， 8 一 oo8 一 十 ?sin 一 关 0 
和 82 ~ CO0S 2 jgin2T 141 
nN 名 


《因为 mw>8) .所 以 由 等 式 (83) 得 出 ; 

CY) — E79) 加 ECj(z) — Ba) 

YC EE 
或 者 826%(® | CN?) 一 (十 82) Cl) 
这 个 式 子 可 化 为 

e Ra) he) 2 1 Ka) hs) 2 
[7 | +ly | 

因为 在 方 括号 中 的 函数 是 整 函数 ， 所 以 根据 第 28 段 的 定理 ， 
一 定 存 在 整 函 数 4Ka)， 使 得 


jn 人 2) 一 At) 


2 e 2 =cos[L(Z]， | 
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我 们 来 让 明 Co) 恒 为 常数 ， 如 其 不 然 , 那 末 (2) 一 定 或 者 是 
次 数 不 低 于 1 的 多 项 式 ,或 是 超越 整 函 数 ， 在 第 一 种 情况 下 ， 
可 以 找到 一 个 值 wo， 使 得 (zo) 一 吉 (根据 高 等 代数 的 基本 定 
理 ). 当 ?一 2 时 , 方程 (84) 的 第 一 个 方程 的 左边 不 等 于 零 , 而 
右边 等 于 零 ,这 是 不 可 能 的 ， 在 第 二 种 情况 下 , 由 于 毕 卡 小 定 
理 ( 第 24 段 ), 至 少 方程 h(s) = 志和 AD) 一 一 于 中 的 一 个 有 
根 ( 甚 至 有 无 穷 多 个 根 )， 设 和 是 其 中 的 一 个 根 ,把 z 代入 方 
程 (84) 中 的 第 一 个 又 得 出 矛盾 ， 
这 样 一 来 ,&(z) 是 常数 已 被 证 明 .由 等 式 (84) 可 得 , 等 式 
左边 的 指数 同样 是 常数 ， 
po 人 —hi(%) Ha 人 2 — hil%) -一 
一 4 一 一。 


(84) 


但 是 由 等 式 (83) 的 第 一 个 得 出 
一 好 一 


Oe _ hw Ca(O-i(e 1 


9 一 3 CED 
ph(t) ex —1 yom(e) 
cr 3, (86) 
、 34 了 本 A 
这 里 a 二 是 常 数 ， 另 一 方面 ,由 等 式 (82) 的 第 二 个 


f= 8g) te = (et 1)e™® = Ber®, (86) 
这 里 B= se 十 二 


代入 《7z6)， 得 到 
(on 十 Ben 一 二， 
1 
1 hi(g) = - 一 
即 e o£ 人 7 


桓 为 常数 . 与 (85) 和 (86) 术 比较 ,我 们 确信 ,f(z) 和 gC%) 也 和 便 
为 当 数 . 蒙 得 尔 定理 得 证 . 

上 面 的 结果 可 总 绪 为 : 如 果 天 函数 2 和 9g(2) 满 足 形 如 

[f(2)]"+ Lg (71"=1 
的 代 效 关系 式 ， 这 里 9P2 是 整数 , 那 末 , 当 % 一 2 时 ,它们 一 定 
取 下 述 有 形式 ， 
f (2) =o0s[h(2)], gz) =sin[h(2)], 

这 里 为 ( 罗 是 整 澶 数 ,而 当 n 庆 3 时 ,它们 恒 等 于 常数 ， 

我 们 指出 ， 上 面 证明 莹 得 尔 和 定量 的 过 程 儿 乎 可 以 豪 无 变 
动 地 应 用 于 证 明 下 面 更 一 般 的 定理 ， 不 存在 任何 一 对 不 恒 等 
于 常数 的 整 函数 Jo) 和 0 ,它们 满足 形 如 

oo[ (DF of gs) + +a L921"=b 
的 方程 ,这 里 132P8 5 到 0, 方程 gow* 十 W120" 了 十 十 4 一 0 至 少 
有 8 个 被 此 不 同 且 蜡 于 罕 的 根 ， 事 实 上 , 我 们 用 zo, ra， …， 
zn-1 表示 后 一 方程 的 根 ,把 整 莉 数 之 问 给 定 的 关系 改写 为 
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他 [的 -aog 的 [GD 一 aag 的 ] [GO 一 cg 的] 


[Fo — 219(2)] 一 工 
其 次 ,对 三 个 不 同 的 因子 
一 2og(2) f (2) 一 0g(2) f (2) 一 2ag (2) 

运用 上 面 所 进行 的 讨论 可 证 明了 (2) 和 g(z) 恒 等 于 常数 . 

30. 我 们 将 不 研究 一 些 不 同 的 整 函 数 间 的 其 它 可 能 的 代 
数 关系 式 ， 而 转向 研究 联系 同一 个 整 函 数 在 不 同 点 上 所 取 的 
值 之 间 的 代数 关系 式 . 

我 们 从 其 中 最 简单 的 整 函 数 的 周期 性 条 件 

fz+w) =—f (2) 
开始 ,这 里 是 常数 ,叫做 函数 (2) 的 周期 ， 们 如 指数 函数 e 
(周期 是 2r 们 ,三 角 函 数 cosz 和 sinz( 周 期 是 2w) 等 等 部 是 周 
期 整 函数 , 如 果 中 是 任 全 一 个 不 等 于 零 的 复数 , 那 末 以 @ 为 周 
期 的 最 简单 的 整 函 数 的 例子 是 指数 函数 Oe“, 这 里 Oz#0. 
显然 , 忆 为 常数 的 函数 可 说 为 周期 函数 , 符 一 个 复数 都 是 它 的 
周期 我们 来 证 骨 , 除 去 常数 外 , 任何 多 项 式 痢 不 可 能 是 周期 
岁数 .事实 上 , 当 % 一 oo 时, 了 (2)->oo， 我 们 假定 w#0 是 
多 项 式 的 周期 车 w% 是 任 一 点 , 那 末 ， 
卫 (zo) 一 卫 (zo 十 o) =P(0+20) 
= oo = P (Zo0+ nc) = 

显然 , 当 %300 时 ,2 十 ro 一 co, 因 此, 当 9 ->co 时 ,了 (xz 二 reo) 
一 ceo， 但 是 这 个 结论 与 形 (zo 十 no) 始终 等 于 常数 卫 (zo) 相 巴 
盾 ， 这 样 一 来 , 不 性 等 于 常数 的 整 函数 (2) 仅 在 它 是 超越 肖 
数 的 情况 下 才 可 能 是 周期 函数 . 

借助 于 指数 函数 可 以 构造 任意 冤 的 周期 整 函 数 ， 例 如 
设 ga，na,，…，?z 是 任意 的 彼此 不 同 的 整数 .这 时 整 函 数 
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_2m4 mn 2 ng 


0 中 的 每 一 个 都 以 为 周期 ， 用 
任意 复数 41，4s,…，4 (其 中 可 以 有 零 ) 分 别 滋 它们 ， 然 后 
加 起 来 , 我们 就 又 得 到 一 个 以 中 为 周期 的 和 形式 的 整 函数 ， 


tn 


f=-D he 


这 种 类 型 的 函数 叫做 三 角 多 项 式 ， 这 个 称呼 是 容易 解释 
的 ; 根据 公式 
é 于 一 cos ( 秆 mz +i sin( 22 Wg )， 


把 指数 函数 化 为 三 角 讽 数 ,将 (下 示 为 

f (2) -> [4, cos( nz ) 二 5.4 sin( 2 nz)|. 
特别 地 ,我 们 假定 n= 一 2, ng 一 一 p 十 1，…, x 一 p, 这 里 的 p 
是 任意 的 非 负 整数 ( 数 N41, Ng, "0 y nx 从 一 多 增加 到 7, 每 次 增 
如 4, 显然 ,5 二 2p 十 1), 这 时 三 角 雾 项 式 可 以 写成 下 面 的 形式 


7 加- 色 4o ", 
或 者 f= > [4 eos (这 i) 二 4 sin( 和 2)|. 
利用 正弦 函数 和 余弦 函数 的 奇偶 性 ， 后 面 一 个 和 还 可 以 写成 
形式 


f(z) hot 六 [C4 A eos (2u jo) 
二 ($A,—iA.))sin (这 i)]. 
设 4 十 4 一 0 i4; 一 i4.; 一 0;, 最 后 把 三 角 多 项 式 写 成 
下 面 的 形式 ， 
f (2) -4o+ 袜 [a cos (到 人 +b, sin (2 j#)]. 


ww 
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在 这 个 公式 中 只 要 在 m 和 5, 中 有 一 个 不 为 零 (这 意味 
着 在 4, 和 4_， 中 只 要 有 一 个 不 为 零 ), 那 末 wp 就 叫做 三 角 多 
项 式 的 级 ， 在 2=0 时 ,我 们 得 到 常数 , 这 是 三 角 多 项 式 的 特 
殊 情 况 . 

下 述 定 理 把 三 角 多 项 式 从 一 切 周期 整 函数 中 区 分 了 册 
来 . 

如 果 以 @ 关 0 为 周期 的 周期 整 函 数 f(%) 对 于 某 个 0>0 
和 770 以 及 一 切 足 够 大 的 1z| (|z| 之 Ro) 满足 形 如 

fi<00 
的 不 等 式 , 那 末了 (2) 是 级 不 起 过 Pp 一 [Y]([y] 表 示 Y 的 整数 部 
分 ) 的 三 角 多 项 式 ， 

特别 地 , 如 果 0 三 y=<1, 那 末 p=[y] ==0; 所 以 当 Y<1 时 
函数 了 (2) 恒 为 常数 . 

如 果 以 @ 为 周期 的 周期 整 函 数 不 是 三 角 和 多项式， 那 末 它 
可 以 表示 为 处 处 收敛 的 形 如 f (2) 一 法 4we ““ 的 和 的 形式 ， 
它 同样 也 可 表示 为 三 角 级 数 : 


fC) =a0t [a cos( > 开 2) 十 0 sin ( 笃 2 ) 十 … 


+ [ecos (2Ez)+b, sin (Ez) | + "; (87) 


它 的 系数 中 有 无 穷 多 个 不 为 0. 

逆 定 理 也 是 正确 的 ， 每 一 个 处 处 收敛 的 这 种 形式 的 级 数 
表示 一 个 以 为 周期 的 周期 整 函 数 . 并 且 , 如 果 在 级 数 的 系 
数 中 可 以 找到 无 穷 多 个 不 为 零 ， 当 然 它 也 就 区 别 于 任何 三 角 
多 项 式 了 . 

相应 结果 的 证 明 写 在 附录 $ 2 中 ， 


3L， 自然 地 , 每 一 个 以 am 为 周期 的 函数 还 有 其 他 的 周期 ， 
一 o，20， 一 20，…3 一 般 说 来 ，o 的 任何 整数 倍 都 是 .Jo) 的 
周期 。 例如， 

f 一 3o) 一 [一 8o)To] =—f (2—20%) 

一 让 [ 一 20)+o] =f 2-0) =f [2—o)to] 一 让 0， 
由 此 可 知 ，-8o 同样 是 (2) 的 周期 . 

如 果 kw 和 jo 是 Jo) 的 任意 两 个 周期 ， 那 来 它们 的 比 
(二 ) 是 有 理 数 ， 

但 是 ,我 们 要 问 问 自己 ,是 否 可 能 出 现 某 个 整 函 数 .(2) 存 
在 两 个 周期 @& 和 wa， 它们 的 比 不 是 有 理 数 呢 ?” 原来 ， 只 要 
了 (2) 不 恒 等 于 常数 , 那 末 这 个 问题 的 答案 就 是 否定 的 ， 换 育 
之 ,不 存在 不 恒 为 常数 的 整 函 数 有 两 个 周期 ,这 两 个 周期 的 比 
不 是 有 理 数 ， 

我 们 分 两 种 情况 米 证 明 这 一 命题 . 

首先 假定 比 全 a 是 实 的 无 理 数 ， 设 mn 是 任意 一 个 自 
然 数 , ps 是 na 的 整数 部 分 ， 这 时 0<na 一 ps 过 1 由 此 可 知 ， 
jos 一 proj| 一 |nw 一 2n| [oz| < [el. 

显然 , 如 果 人 尖刀 那 末 ng 一 Pm 天 mowv3 一 Pnc91 《如 果 假 


定 mea 一 pn@4 一 nwa 一 panwr, 那 末 就 会 得 到 4 一 了 一 -他 一 2 
01 2 一 锦 


是 有 理 数 的 结论 ,与 条 件 相 了 矛盾)。 所 以 无 穷 个 点 

GO 一 0101，203 — Pod1, 003 一 20C01 
全 都 彼此 不 同 ， 且 都 包含 在 (以 原点 为 中 心 ) 半 径 为 |oi| 的 圆 
内 ,但 是 , 在 这 些 周期 的 每 一 点 处 了 (z) 痢 取 同 一 个 值 了 (nwa 一 
2orcoa) 一 A(0) (要 知道 wa 和 ol 是 了 (2 的 周期 )。 由 此 ,再 根据 
第 红 有 段 可 得 , Fe) 二 (0), 即 站 2) 是 常数 


一 20 一 


我 们 现在 研究 2 不 是 实数 的 情况 ， 册 这 个 假定 可 以 推 


出 ， 由 一 个 点 《任意 的 ) 引 出 的 向 量 wi 和 os 确定 了 某 个 平行 
四 边 形 卫 ( 图 4)。 由 函 
数 /2) 的 周期 性 可 得 ， 
函数 在 平面 上 任 一 点 
2 处 取 的 信 同 祥 在 闵行 
四 边 形 内 茶点 处 也 取 
到 它 ，z 和 > 以 下 面 的 
关系 式 相 联系 ， 


2 一 凡 十 ITCOT 十 00009 


(mz: 和 wa 是 整数 ). 
事实 上 ， 


Jo 一 Fe 十 ai 十 Taoa) 一 六 2)， 
因为 oz 和 os 是 f(z) 的 周期 .所 以 , 如果 在 平行 四 边 形 卫 内 
1f (2)| 的 一 切 秆 不 起 过 某 一 个 正 数 用 (这 样 的 数 是 存在 的 ， 
因为 f(z?) 是 连续 函数 , 所 以 它 的 米 在 卫 是 有 界 的 ), 那 末 , 在 
平面 上 任何 点 处 它 都 得 满足 不 等 式 
17 |<A. 
换言之 , 四 函 数 的 模 在 念 平面 是 有 界 的 . 但 是 根据 刘 绵 尔 定 
更 ( 第 考 段 ) 这 样 的 函数 但 等 于 常数 ， 这 就 完成 了 这 一 命题 
除 整 通 数 兴 外 ,我 们 还 可 以 研究 更 广 的 亚 纯 丽 数 类 (如 第 
26 段 )。 原 求 在 亚 纯 周 期 函数 中 存在 着 非常 效 的 函数 , 以 wy 
和 os 为 半期 ,它们 的 比 为 庆 数 ， 这样 的 两 落 电 做 双 周 期 函数 
或 酉 圆 函 数 ， 它 们 在 由 向 量 wi 条 oa 所 构成 的 周期 平行 四 边 
形 中 取 的 值 在 整个 平面 上 重复 取 ， 
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382， 形 如 
fGG+o)=af) (w+0, go#0) (88) 
的 关系 式 可 以 看 作 是 关系 式 
f+w) 一 
的 某 种 推广 ， 不 难 指出 满足 这 种 关系 式 的 整 函 数 的 例子 . 指 


lng 多 


数 函 数 gp(2) =e “ 就 是 一 例 , 这 里 Ing 是 的 对 数 的 主 值 
( 见 第 8 段 公 式 (22 ))， 显 然 ， 


er In _z+lng 一 emae go 
这 就 是 说 , 函数 (2 就 满足 (88)， 
2P(2 十 @) 一 0 (2) 。 (88") 
用 (88) 比 (88 ) 可 得 


2To):0(02 十 oO) = f(2) :9(%). 
由 此 得 出 , 商 Fa) :p 人 是 以 中 为 周期 的 函数 9(a), 并 且 9 人) 
是 整 函数 , 因为 p(s) 不 为 零 ， 于 是 
让 人 =-pOg(=e 全 cg(G)， 
也 就 是 ,每 一 个 满足 (88) 的 整 函数 是 指数 函数 e 2 乘 上 一 
个 以 @ 为 周期 的 周期 整 函数 9(2). 
引进 记号 
f= fto) = 
这 时 方程 (88) 就 表示 为 
色 一 0 一 0 (88") 
这 是 w 和 % 之 间 的 一 个 线性 关系 。， 初 看 起 来 ,如果 代替 线性 
方程 (88"), 我 们 来 找 满足 任 一 个 n 次 齐 次 代数 方程 
ow +4- ov 二 oor 2302 二 十 QV"=0, DT (88 
的 整 函数 , 这 里 为 确定 起 见 , 设 ao*0, 我 们 似乎 得 到 了 所 研究 
问题 的 一 个 有 意义 的 推广 ， 但 是 方程 左边 的 多 项 式 总 可 以 进 


行 因 式 分 解 ， 
ao(uU 一 000) (一 2140) (UL 一 0 -40) 一 0， 
所 以 又 都 归结 为 满足 形 如 
V 一 20 一 0 (V 一 (cz 二 oo) 一 2)) 
的 方程 中 的 一 个 ， 而 这 种 情况 我 们 已 经 研究 过 了 ， 
83.， 存 函数 的 三 个 值 之 间 的 一 种 有 趣 而 重要 的 代数 关系 
式 由 所 谓 代 数 加 法 定理 来 表示 . 
说 函数 让 2 (假设 这 个 通 数 是 解析 的 ,而 在 现在 的 情况 下 
是 整 画 数 ) 具 备 代数 加 法 定理 (或 服从 代数 加 法 定理 ), 如 果 对 
住 意 的 拭 和 29, 沁 数值 (21) 一 ,f(ga) 一 2 和 了 ( 生 十 2g) 一 如 通 
过 代数 关系 式 
Plw, v, wW)=0 (89) 
相 联 系 CP(w 二) 是 三 个 变量 也 %, ww 的 多 项 式 ). 
具备 加 法 定理 的 整 函数 的 最 简单 的 例子 是 线性 函数 
f (4) 一 02. 
这 里 021， 9 一 Qa, WW 一 8 C21 十 29); 显然 ， 
2 一 V 二 0 或 20 一 UV 一 0 一 0. 
因此 ,在 这 种 情况 下 可 设 了 (wv, w) 二 ww 一 ww 一。 
另 一 个 例子 是 函数 
f %) 一 ao 
这 里 羡 = az 0 一 az WJ 二 (向 十 29)3， 所 以 w= 十 9 十 92aw， 
或 者 化 去 无 理 项 ， 
(WwW— UV) du =—0, 
这 里 Pw 9, = (ww 一 一 ?一 4 是 关于 也 92, wj 的 二 次 
多 项 式 . 
更 一 般 的 情况 是 函数 (2) 一 az"， 这 里 是 整数 ,大 于 或 
等 于 2。 在 这 里 w=4 台 ,0 一 g 葡 , w 一 4( 拭 十 29) 和 ,由 此 , Vw 一 
一 79 .一 


Vw 十 Vw。 这 个 地 方 同样 可 以 化 去 无 理 项 得 到 一 个 相应 的 
多 项 式 P (wb, w)。， 但 是 不 必 实 际 地 进行 这 个 计算 了 。 保 
持 这 种 比较 简单 的 形式 ( 带 根 式 ) 的 加 法 定理 更 方便 些 . 
在 指数 函数 。 的 情况 下 ， 众 所 周知 ( 见 第 ”7 段 ), 它 取 下 
面 的 形式 : 
ere" nts, 
或 者 用 我 们 的 记号 是 ww 一 ww 一 0, 这 里 Po 2, 2) 一 w 一 ww 是 
一 个 二 次 多 项 式 . 
我 们 再 研究 函数 cosz 异 [shaz。 因 为 这 些 函 数 可 以 通过 指 
数 函 数 来 表示 ， 所 以 对 于 它们 的 加 法 定理 可 以 通过 指数 函数 
的 加 法 定理 来 引入 . 
具体 过 程 如 下 。 根 据 欧 拉 公 式 e* 一 c08z 十 % sinz, 所 以 
Clu42) = O08 (5 十 23) 十 Bin (21 十 Za). (90) 
另 一 方面 ， 
ET pimptti = (00821 ong1) (00822 tSin za) 
= (C08 21 008 22 — Bin 21 Sin za) 
+i(sin zy cos 2 十 Sin za 008 21), (91) 
比较 可 得 ， 

cos(oa 十 ga) 十 gsin( 寻 十 加) 

一 008 寻 00g 因 一 Sin sisin oa 二 (sin gcos¢at+ Singa C0s%1), (092) 
因为 在 一 般 情 况 下 ，eos (2 十 za) 和 sin (2 十 加 ) 不 是 实数 ， 所 以 
我 们 不 可 能 用 分 开 实 部 和 虚 部 的 方法 得 到 所 要 求 的 公式 . 我 
们 利用 sinz 和 cosz 的 奇偶 性 ( 见 第 7 段 ) 来 达到 目的 . 这 里 用 
一 所 代替 2 用 一 za 代 将 zs, 我 们 求 出 

cos (ol 十 za) —i sin (入 十 2) 
一 C0824 C0823 一 Smn24Simn29 
一 光 (sin 2i cosza + Sin Za00821), 《93) 


最 后 ,对 (92) 式 和 (983) 式 相应 地 进行 逐 项 相 加 、 逐 项 相 减 
就 得 到 公式 


608 (21 二 29) 一 6082 008 %9 — Sin #18in 加， (94) 
Sin (2 十 知 ) ~ Sin 1 C08 ga Sin ga 009 21, (95) 

在 第 一 个 公式 中 涩 一? 各 一 一 * 时 给 出 了 
1=cos?%++ gin?%. (96) 


公式 (94) 和 (96) 在 外 表 上 不 同 于 上 面 所 研究 的 加 法 定理 . 事 
实 上 ， 例 如 cos (gi 十 za) 不 仅 必须 通过 cos 四 和 coszs 来 表达 ， 
而 且 也 通过 另外 的 函数 的 值 sinzi 和 sinz 来 表达 ， 象 以 前 一 
样 , 设 c08 和 1 一 e0829 二 D2，608 (921 十 xg) =w， 借助 于 公式 (96) 
我 们 得 到 
sing— Vi~w, gin 为 一 VEL 一 他 
因此 , 公式 (94) 取 如 下 的 形式 
Wuw— iw Vi 

为 了 把 cosz 的 加 法 定理 表示 为 直接 符合 于 代数 加 法 定 

理 的 定义 的 形式 ， 只 要 化 掉 根 号 就 行 了 ， 我 们 有 
(w—u)— (iu) (1~ 0 一 0， 
或 者 最 后 写成 
202 一 20020 十 22 士 包 一 一 0. (97) 

于 是 , 这 里 的 PC, 基 一 人 一 2400W0 十 妃 十 说 一 工 是 一 个 三 次 
多 项 式 . 

请 读者 自己 独立 地 去 进行 sinz 的 计算 . 

34， 在 指数 函数 和 三 角 函 数 的 研究 和 使 用 中 ， 加 法 定理 
的 重要 作用 是 众所周知 的 一切 三 角 公式 都 是 加 法 定理 的 推 
论 . 

上 面 我 们 已 经 导出 了 相应 函数 的 加 法 定理 ， 

作为 例子 ,我 们 来 证 明 , 由 已 知 的 加 法 定理 出 发 可 以 求 出 
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a) (sr 十 2) =f (21) +f (22). 
首先 设 为 一 z，z 一 0 我们 得 到 了 Gz) 一 了 2) 十 10)， 出 此 
得 f(0) =0. 
现在 设 纹 =z 是 一 个 固定 点 , 汀 za 一 及 闫 0 是 一 个 变数 ; 我 
们 有 
f+h) —f 2) =—f (hh) —f(0). 
用 % 除 两 边 , 令 h~>0 取 极 限 , 我 们 得 到 
fF 2) = (0) =0=00nst. 
因此 ， Jo 一 O2z 十 D， 
因为 1(0) =0, 所 以 6=0， 最 后 
Ff (2 一 Oo， 
即 .Fo 是 2 的 线性 函数 ， 
Eb) [f(g1t29) —f 2) ~—f (29)]?—4f C2) (23) =0. 
设 和 为 = 和 各 一 0, 我们 有 
[fC(0)]?—4f(0) f (2) 一 0， 


由 此 , 或 者 (0) =0, 或 者 f() = 地 了 (0) =const， 这 就 导出 
j G) =0， (因为 在 :一 0 时 ,我们 得 到 了 (0) 一 子 了 (0)， 所 以 


/0) =0.,) 
我 门 来 求 方程 b) 的 不 恒 等 于 0 的 解 . 这 时 对 某 个 @x0 
必 有 f(D) 关 0， 在 了 中 设 思 =2 和 zs 一 d， 我们 求 得 
2 Vf) MFO = Ef G+ —f (0 —f (2)]. 
等 式 的 右边 是 整 函数 (因为 1(8) 和 /Ge 二 四 是 整 函数 )， 所 
以 在 左边 的 函数 也 僵 整 函数 ， 因 而 Vf(%) 也 过 整 函数 ， 设 
MC) 一 2(2)， 
出 b) 推出 


-人 6 一- 


了 (2 十 23) 一 了 (21) —Jf (22) 一 2、/ f (2) Vf a), 
J Gita) = CV (8) + rv f(a)), 


由 此 MF GT) = MV {1) + NM fa), 
或 者 p21+29) —p 21) 十 P(za) . 


我 们 证 明了 p(2) 满 足 方 程 8)。 所 以 gp) 一 0z， 因 为 1 (8) 一 
pC2)， 所 以 
f 2) =0%. 

在 这 个 公式 中 , 当 0 一 0 时 , 我们 就 得 了 上 面 的 解 (2) 三 0. 

0) ft29) = f (21) f (82). ， 

首先 设 思 一 z， 2 一 0 我 们 得 到 了 (2) = 了 (z)f(0)。 如 果 
(0) 冯 1, 就 有 了 了 (2) 三 0。 这 基 方 程 的 一 个 解 ， 

现在 设 f(%) 志 0, 这 时 (0) =1， 令 入 =% 加 = 一 各 我 们 


f (0) =1=f CI 一切， 
由 此 推出 ,对 任何 2 了 (2) 都 不 等 于 零 , 因此 Lnf (2) 是 整 函 数 
( 见 第 9 段 )， 精 确 地 说 , 存在 一 个 整 函数 9(2) ,使 得 
Ln 2) 一 0( 罗 二 28 (b=—0, 土 1, 士 2， ), 
对 0) 求 对 数 可 得 
Lnf (+2) — Lnf(%)+Ln (2), 
由 此 ， 9 (zi 十 2) —9 (1) + 9(22). 
因此 ， 
gO=a, LnfG)=azt2bri 和 fOr", 
这 样 一 来 ，f (2) 三 0 或 (2) 一 e” 满足 方程 0)， 其 中 4 是 任意 
复 常 数 . 
d) [za 二 2) 一 GD ea] 
一 圭一 f° (21)] [i ?82)1 =0. 
设 刀 2 和 za 一 0, 我 们 得 到 
77 一 


f°2) 革 一 0) 王 一 于 一 疡 人 0] 哇 一 户 (0 一 0， 
或 者 划一 /0 四 12L 2) ~ [+ (0)1} =0. (98) 


如 果 [J 3]? 一 二 人 02 是 常数 ， 那 末 它 就 满足 上 面 的 关系 


式 。 这 个 常数 由 方程 
2[f(0)]’— f(0) -1=-0 

确定 ， 由 此 ， 
f(0)=1 或 /0) =- 到 . 


通过 直接 验证 可 证 实 , 两 个 常数 ./() = 工 和 (一 一 卫 满 尼 


方程 中 ,我 们 来 找 方程 9) 的 其 它 解 , 正如 方程 (98) 所 指出 的 ， 
这 些 解 一 定 满足 (0) =1. 
其 次 , 可 用 不 同方 法 求解 ， 甚 一, 把 问题 归结 为 上 面 所 研 
究 过 的 方程 @); 其 二 , 求 出 未 知 函 数 所 必须 满足 的 微分 方程 , 
如 果 f(0) 于 入 (2) 去 二 那 末 户 (2) 竺 1, 因此 可 以 找到 
一 个 值 如 一 4, 使 得 f2(@) 关 1， 在 由 中 设 所 一 2 为 = 并 把 方 
程 改写 为 
Vi~[f()] Vi [fm] =+[f G+ — ff (0)]. 
因为 右边 是 z 的 整 亢 数 (了 (2) 是 z 的 整 函 数 ， 因而 fC 十) 也 
是 ), 所 以 Mi 一 [f(z)]? 也 是 的 整 函 数 。、 因 此 函数 f(2) 十 
iMi 一 [f(z)] 了 =p(z) 一 定 是 2 的 整 函数 ， 由 方程 内 求 出 
f G1t29) —f F220) — V1 [FD M1- f(a)]* 
或 者 经 简单 的 变形 后 
Mi—[fG ti) f(s) WVI 一 [Go 
+ f(g9) VI— [FG 
因此 ， 
* 如 果 在 根 式 乘积 的 前 面 取 十 号 , 那 未 当 所 一 6 一 8 时 , 有 7(27) ==1, 由 此 
f(s) =14， 现 在 我 们 排除 这 种 可 能 性 。 


Bi 十 因 ) 一 (24 十 和) TiN (f(t22)]” 
={f (C0) F722) 一 VITTAGDT VI [7 (a) 
+i{f C22) VL Lf 2a) 
+ f(z2) V 1— [Lf (21)]} 
= {f(z0) ti V1— [f(z)]”} 
X{ Ga) 二 VI [fl }—9p (2) p(n). 
我 们 证 明了 整 函数 (2 满足 方程 %， 所 以 存在 两 种 可 能 ; 首 
先 ，g(%) 三 0， 必 须 排 除 这 种 可 能 ， 因 为 由 此 可 得 [了 (2)]? 一 
[f 21? 一 二 其 次 ,pC2) 一 所 由 fo 上 iv 一 Le =e” 我 
们 导出 
fi Vi Lf) 
=—1:[f (2)+iN 1i— [f=e®, 


因此 , / (2) - 世 二 2 一 ， 或 者 设 =~ ai， 


/OO -Pe oos(en). 

当 w=0 时 ,我 们 又 得 到 f(z) =1 

这 样 一 来 ,方程 0) 或 为 常数 一 二 和 工 所 满足 ,或 为 形 如 
cos (oz), a 关 0, 的 超越 整 函数 所 满足 . 

研究 一 下 这 个 问题 的 其 它 可 能 解法 是 有 趣 的 ， 我 们 重新 
来 找 f() 拓 const; 这 时 ， 正 如 我 们 上 面 所 看 到 的 , (0) = 
在 d) 中 设 当 一 一 为 一 2， 可 得 

[1—f (FC—2]— {i— [Ef {1— [f(D] =—0, 
或 者 [f( 的 一 (一)]?~0， 由 此 了 ( 一 一 了 (2)， 
于 是 , 函数 / (2) 一定 是 偶 的 ， 由 此 可 得 , 六 dg) 的 宕 级 数 一 定 只 


合 2 的 偶 次 若 ， 
f(2) 一 二 十 0322 十 0423 十 …， 


一 YZ9 一 


特别 地 ， 由 此 可 断言 , 广 (0) =0. 
最 后 ,在 中 中 设 久 =%, 因 一 六 关 0, 并 把 方程 化 为 
{L7CGCT 和 一 六 0] 一 2) LPG 1} 
士 蔷 一 LO 二 LA 一切 L +1 =0. 
注意 到 1 一 /0) ,并 用 她 除 两 边 ,可 得 
LED ON 


+ [1 LL 


令 h->0, 取 极限 , 并 注意 到 
GT 有 -Fw FO-AO ,poy 
Tt THD pl), LT > (0) =0, 


[f(D + =0, 


f 0 Ly, fl, 


我 们 得 到 [fC2) ?+ 209{i— [fe } =0), 
或 着 ,对 它 求 导 ， 
2f° (2)f" 0 — A408af (2)f (一 0 
因为 (2%) 去 0(f (2) 大 cons 共 ,所 以 
f" (2) —202f (2) 一 0. 
这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 , 设 2cs= 一 ozc 是 复数 )， 
它 的 一 般 解 表示 为 . 
f(2) =O + Og *™. 


由 条 件 /0) 一 1 和 六 (0) 一 0, 我 们 得 到 0;~0s 一 吝 ， 记 以 


Ci -1 ote 

Jo 一 一 一 

35， 在 上 一 段 里 ， 们 见 到 了 儿 个 只 各 代数 加 法 定 的 

函数 的 仙子 。 除 去 常数 函数 外 ,我们 研究 了 线 钼 函数 wz, 形 如 
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= C08 0%, 


ax"(n 庆 2) 的 函数 ,指数 王 数 c2， 正 攻 函 数 和 余弦 函数 ， 于 是 
产生 了 这 样 一 个 问题 ， 是 否 每 一 个 整 函数 都 具备 代数 加 法 定 
理 呢 ? 这 个 问题 的 答案 有 点 人 意外， 维尔 斯 等 拉 斯 给 出 了 下 面 
的 定理 ， 

如 果 整 通 性 2] 具备 某 一 代数 加 法 定理 ， 那 未 它 一 定 或 
者 是 代数 多 项 式 ( 特 别 地 ,是 常数 ), 或 者 是 三 角 多 并， 

这 样 一 来 ,一 个 这 类 函数 或 者 可 以 表示 成 形 

f (2) 一 ao 二 02 十 二 Co， 
或 者 可 以 表示 成 形式 
f (2) 一 由 十 [oa cos (oz + bisin (ez)] 
十 [cascogs(2o2) 十 Dasin(zaz)] 十 … 十 
十 [a, eos (nioz) -bn Sin (na) ], 
当然 ， 截 止 到 现在 我 们 所 碰 到 的 一 切 特殊 情况 都 满足 这 个 慨 
求 . 为 了 逢 出 指数 函数 ee 可 视 为 三 角 多 项 式 , 只 要 根据 欧 拉 
公式 把 它 表 示 为 形式 : 
=c0s(—aiz) + isin(— wiz) =eo0s(miz) —isin(aiz), 

如 果 席 求 的 具备 代数 加 法 定理 的 函数 是 在 比 整 函数 更 广 
的 亚 纯 阔 数 类 ( 见 第 26 段 ) 里 , 那 来 在 这 种 情况 下 有 下 述 结 果 
《 同 祥 属 于 维尔 斯 特 拉 斯 ): 

或 者 有 理子 数 ， 和 两 个 三 角 多 项 式 商 的 周期 阵 


数 (特别 地 ,函数 启 ? 一 二 一 和 ctgz= -0 局 于 这 一 类 )， 


最 后 , 双 周 期 函数 ， 由 请 图 双 数 具备 代 玫 加 法 定理 这 个 研究 
超出 了 本 书 的 范围 ， 
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附 录 


$1.， 毕 卡 小 定理 


1. 在 开始 部 分 我 们 还 需要 补充 最 大 模 和 整 函数 级 的 知 
识 . 

我 们 来 证 明 最 大 模 原 理 ( 它 对 任何 解析 函数 都 正确 ,不 过 
为 简单 计 , 我们 仅 限 于 整 落 数 ); 

如 果 整 函数 jz) 去 const， 那 末 它 的 模 | (2)| 在 平面 上 
任 一 点 处 都 不 会 取得 最 大 值 。 

事实 上 , 设 2 是 平面 上 的 任 一 点 。， 如果 f(z0) =0, 那 末 
正如 所 知 ,存在 一 个 以 2 为 中 心 的 圆 ,在 这 个 图 内 除去 点 zo 外 
j 没有 其 它 零 点 (第 21 段 ). 这 意味 着 在 这 个 圆 内 ,着 z 天 %o， 
则 | 的 |>1f zo)1=0, 所 以 |f (3)| 在 点 zo 没有 最 大 值 . 

现在 设 f(2%0) 关 0、 把 函数 展 成 人 2 一 2) 的 医 级 数 ， 我 们 得 
到 处 处 收敛 的 级 数 

f 8) =f (20) + oC ~—20) 士 … 十 5 人 一 20)5 十 …。 
在 这 个 级 数 中 系数 5,(% 一 1,，2, …) 一 定 有 非 零 的 (否则 函数 
将 恒 等 于 常数 (80)). 设 本 是 级 数 的 系数 中 第 一 个 不 为 零 的 ， 
这 时 
ja) 一 co 十 DR 一 z0 关 十 DZ 一 20)5tL 十 (by£0), (1) 

把 (1) 改写 为 
f 2) =f (20) + bn(2— 20)r 


beso)" 半生 (Zz 一 Zo0) 十 b 
k 


E+2 3 网 六 
元 (z 一 20) ?十 | (1 
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从 点 %% 出 发 可 以 引 一 条 射线 工 ， 使 得 这 个 射线 上 所 有 蜡 于 wo 
的 点 满足 Arg[6x(z 一 20) 习 与 Arg (zo) 相等; 换言之, 向量 
bn《2 一 20)” 与 站 (z0) 平 行 且 指 向 同一 边 ( 见 图 5, %, 5). 


注意 到 
Arg[br(2—20)"] = Arg br+h Arp (2— 20), 
因此 ， 如 果 取 
Argby+hkArg(s-%0) =Argf (zo), 
也 就 是 Arg (2—%0) — Aref() —Argbe 
上 面 的 条 件 就 能 潢 足 ( 读 者 可 相信 ,有 条 不 同 的 射线 满足 这 
个 条 件 , 任 取 其 中 一 条 作为 工 就 行 了 ; 见 图 54). 
显然 ,在 这 个 条 件 之 下 ,了 (20) 与 hr(z 一 20)* 的 和 的 模 在 量 
上 比 |f (20) | 大 |G(z 一 zo)*| 这 么 多 。， 但 是 公式 (1 指出 , 要 
得 到 了 f(z) 还 必须 在 指出 的 这 个 和 中 青 加 上 一 个 和 
?的 -pc e+ 
因为 当 Y 一 > 2 时 ， 
me yt (2 一 20) 十 m+ 0, 
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所以 可 以 认为 。 足够 拷 近 二 ao, 以 至 | 声色 CF < 本 ,而 这 


意味 着 ， 当 把 pg(%) 增 补 到 和 了 (Cz0) 十 DrCz 一 20)* 中 时 ， 如 果 能 
够 减 小 这 个 和 的 模 的 话 , 也 不 会 超过 利 的 第 二 项 的 模 的 一 半 。 
于 是 , 当 位 于 荆 上 的 态 中 和 够 控 近 于 加 时 ,就 有 
[f= | 80) + ors -20)*T p(2) | 
>|f (20) +br(2— 20)*| ~ |p(2) | 
一 | yo + lb — 20)*|— |9(e) | 


> |f (20) | + | 0 C2-—20) "| -3 br (2 — 0)*| 


>|/ C01. (2) 

由 这 个 不 等 式 就 可 断言 ，|/ (2) | 不 会 在 加 取 气 最 大 值 。 定理 
得 证 . 

由 它 可 以 导出 一 个 重要 的 推论 ， 

如 果 了 (2) 是 一 个 整 耳 数 , 那 末 , 对 任意 的 ?>0,f() 在 图 
|z1<<r 内 的 最 大 模 在 圆周 |z| 一 7 的 点 上 达到 ， 

事实 上 ,在 f(z) 三 const 的 情况 下 , 它 的 杰 辐 样 是 常数 , 因 
兹 , 最 大 模 与 模 在 平面 上 任 一 点 处 的 值 相 同 , 特别 地 , 也 同 模 
在 圆周 |z| =+ 上 的 任 一 点 处 的 们 相同 . 

现在 役 了 (条 eonst, 因为 |f (2) 是 % 的 连续 函数 (由 je) 
的 连续 性 立刻 可 导出 |/ 上 的 连续 性 )， 记 以 根据 数学 分 析 
的 著名 定理 , |f(%) | 在 圆 js 和 > 内 的 最 大 值 一 定 在 这 个 圆 的 
某 一 点 z 处 达到 .但 是 根据 刚才 所 证 明 的 , 这 个 点 不 会 在 图 
的 内 部 (否则 1 Po) | 将 在 这 一 点 有 最 大 值 )， 因 此 z 放 在 圆 
的 边界 上 , 即 |zo| = 

这 样 一 来 ，f 2) 在 圆 jsj sy 内 的 模 的 最 大 值 到 (7) 是 
|f (9 | 在 圆周 jz| 一 7 上 某 点 处 的 值 ， 因 此 它 与 了 (8) 在 圆周 
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|z] = 了 上 的 座 抑 县 大 值 相 重合 . 

2%. 我 们 来 建立 一 个 类 似 于 柯 西 不 等 式 ( 正 文 第 10 段 ) 的 
关 杆 每 级 数 系数 的 不 等 式 ， 在 这 个 不 等 式 中 到 代 画 数 最 大 模 
的 是 它 实 部 的 最 大 值 . 

设 f(%) 是 一 个 整 函 数 

Je 一 Co 十 aa2 十 aa22 十 …… 十 0628 十。 (3) 
用 m 和 BBs 分 别 玫 示 m 的 实 部 和 虚 部 , 所 以 @4 一 0 二 iB 并 
用 三 角 函 数 表 示 法 者 了 示 和 


2 一 六 (cos0-i vaing) (7r>0). 
这 时 有 f (2) =BCou ils) r"(o0s nO + isinng). 
用 ws， 分 表示 Je) 的 实 部 , 由 此 可 知 , 它 的 实 部 由 下 式 表 示 .: 


vw (r, 0) -0+ Do cosn0 — Br sin ng) r™, (4) 
国定 7, 两 边关 于 9 从 0 到 32w 积分 ,可 得 
oq 一 地 -| u(r, 0) dg. (6) 


用 类 似 的 方法 可 以 把 级 数 ( 少 的 系数 表示 为 积分 形式 .例如 
为 了 算出 a,(p 之 1), 就 在 (4 的 两 边 弱 上 cosp9， 然 后 从 0 到 


2z 积分 ， 这 时 左边 得 到 “u(r, 9)cosp9 d9， 而 有 边 除去 一 
项 | 由 cos p0 49 一 x 外 ,其 余 的 积分 全 是 零 ， 因 此 ， 
人 wer 0) eo0s pO dg = opr? | C082 0 dB 一 rrasy?， 
由 此 
wr (ul, b)cospg (p=1, 2,8,.),. (6) 
关 似 地 ,在 (4) 的 两 边 乘 上 5 .9, 状 积分 , 可 得 
_ 


Borr=E | ub, bsinzgug (p=1, 2, 3 .0)， (7) 
TJ0 
由 公式 (5), (6) 和 (7) 引 出 

2ootosr = | ulr, 0) (二 coapg)a9， (0) 


200 土 Byr? 一 二 | ulr, 0) +sinph) dd. (7) 
这 两 个 公式 比 公式 (6 和 (7) 的 优越 处 在 于 ， 在 积分 号 下 现在 
对 w(r, 人 滋 的 是 非 负 因 子 . 

我 们 用 jC7) 来 表示 半径 为 7 的 加 局 上 的 maxz vtr， 仿 ， 
Hr) = maxulr, 0). 
由 公式 (6 和 (7 ) 可 得 ， 


2 
2a0 十 aaf2< < | (1+tcos p0)a0 =2n(7), 


2oo 士 Br?’<2n (7) 。 


2[w(r) 一 ao] 2 [KGr) 一 oo] 
因此 ， lal < 18 和 一 人 


(p=1, 2，3，…). (8) 
现在 可 以 证 明 下 面 的 定理 了 , 它 是 刘 维 尔 定理 ( 见 正文 第 
14 段 ) 的 进一步 加 强 . 
如 果 对 于 一 切 足 够 大 的 值 Y(#>Yro)， 整 函数 2) 的 实 部 
4 人 7， 人 满足 不 等 式 
ulr, OEuTIEOr: (6>0), (9) 
那 末 (2) 一 定 是 一 个 次数 不 高 于 mw 一 [8]([5] 为 6 的 整数 部 
分 ) 的 多 项 式 . 
事实 上 , 由 不 等 式 (8) 和 《9) 得 到 ， 


_ 2(Or:— 
[ml < 
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[Bl < Cr (>r). (8) 


如 果 p 之 [5], 那 末 , 因 为 p 是 整数 ,这 就 意味 着 p 之 [5] 十 1>>6， 
所 以 当 了 一 co 时 ,不 等 式 (80) 的 右 壹 部 分 趋 问 于 零 . 因此 , 如 
果 2> [ 习 = 思 就 有 mm 一 Bo 一 0, 也 就 是 op 一 oo 十 2 一 0 于 是 
公式 (3) 取 形 式 
J (2 一 ao 二 aaz 十 … 十 onz， 这 里 n= [9]， 

定理 得 证 . 

3. 我 们 来 证 明 与 计算 整 函数 的 级 有 关 的 三 个 引 理 ， 

引 理 1 如 果 了 (2) 是 一 个 超越 整 函数 ， 而 卫 (z) 和 Q@(%) 
分 别 是 叹 和 兄 次 多 项 式 , 且 P(z) 才 0， 那 末 函 数 了 (2)f(z) 十 
多 的 级 Pi 与 函数 了) 的 级 p 相同 ， 即 pi 一 p。 

引进 记号 ， 

M(r) ~ max |f (2) |， 


Na) —max|P(2)f (2) 十 Q(D |， 


根据 2 所 证 明 的 , 我 们 可 以 不 去 研究 落 在 圆 |z| <? 内 的 点 ,而 
只 限于 研究 函数 的 模 在 圆 |z| + 上 所 取 的 值 . 
如 果 amz” 和 5wz"” 分 别 是 多 项 式 卫 (z) 和 Q(%) 的 最 高 次 


项 , 那 末 根据 正文 中 的 不 等 式 (28) ， 在 那里 曾 设 。 一 去 ,可 以 


: 言 ， 当 |*| = 二 ro 时 ， 


(10) 


3 lanlr"<| PO |< Elenlr", 
1 3 ,jn | (ID) 
可 | sieG)| 二 可 | 8” 

设 z 是 圆周 |z| = 上 的 一 点 ， 在 这 一 点 | Ge) | 达到 值 
M(r)。 这 时 


M1(7) > | P20)f (20) +Q(z0) | 
>|P(z0) | |f (20) 1 — 1Q(0)| 
> lav lr" Me) -2 B17, (19) 
另 一 方面 , 设 2 是 同一 个 圆周 上 的 一 点 ,在 这 一 点 1 了 (2) 了 (x) 
十 入 (2) | 达到 值 Wai ， 我 们 有 
M1(7) =|P(20)f (8) +Q(22) | 
<|PGD) ||f (C2) | + 1G) | 
< lamlr"M(r) + 总 | |， (18) 
1 但 312, Nl 
因此 ， pa Mn)|I- -| < 


3 .3 .|b»| 
< lon|r Mr) 11 Te (14) 


因为 / (人 是 超越 整 函数 ， 所 以 ( 见 正文 第 巧 段 )M(r) 比 任何 
多 项 式 的 模 的 最 大 值 都 增长 得 快 ， 因 此 比 了 的 任何 次 知 都 增 
长 得 快 。 所 以 ， 当 -> co 了 时， 不等式 (14) 中 每 一 个 方 插 导 中 
的 表达 式 都 趋向 二 二 ”因此 可 以 把 取得 足够 大 ， 使 得 右边 
的 括号 比 2 小 ,左边 的 括号 比 写 大 ， 我 们 得 到 

lonlr” M7) Ml) <Blan|r" Mn). (15) 
我 们 记得 , 整 函 数 / (2) 的 级 是 

i Dp ( 见 正文 第 17 段 )， 
对 (45) 取 对 数 ,可 得 

(于 lo [77) FIn MC) <In Mkr) 
<inS|an|r™) +In Mr), 


1 
In M (7) 加 m3lanl)+ he”) | 
In NM (Cr) 
<In Mi(r)<In MO) I+ le (16) 
我 们 来 证 明 , 当 ”->00 了 时, 方 括号 中 的 直达 式 还 是 趋向 于 1 


yo oo yt InO+lin(r™) ,、 
显然 ,为 此 只 要 检验 当 7 时 , 形 如 ee 的 表达 


《因为 也 WGn) 一 co)， 设 s>0 是 任 一 正 数 ， 把 自然 数 地 取 
得 足够 大 ,使 得 志 <s, 基 次 取 ro>1, 使 得 > To 的 一 切 人 


足 不 等 式 es 5 <4 (由 于 必 (v) 是 超越 整 函 数 f2) 的 最 大 
模 , 所 以 这 全 Mr), Nin(r™)<In MC) 


ln (r™) wo ln(r™) 
和 二 G5 < 于 是 , 当 7>oP 肝 ,NG 


由 此 可 得 , 对 所 有 足够 大 的 7, 在 不 等 式 (16) 中 右边 的 方 括号 
比 2 小 ,左边 的 方 括号 比 坪 大 ， 这 样 一 来 ， 


EmM() < Mi(r)<2n Bo). 
再 到 一 次 对 数 ,我 们 有 


fn Ft Mr) <InIn Mi(r) <In2+InIn M(r), 


除 以 Jnr, 令 7 一 oo 取 极 限 ,就 有 
mC iin 


nm Poo 


~—>0, 


In In A (7) 
nr 


< I linin MC) 


Fw inr 2 
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或 者 p<pi<p. 
出 此 ,最 后 有 p=pi. 因 此 ,我 们 证 明了 , 光 数 了 (2%) 和 了 (C2) 了) 
十 @(2) (P(2) 才 中 的 级 相等 . 
引 理 2% 整 函 数 
ff) =P e+ 
的 级 等 于 和 % 这 里 卫 (2), Q(), 9() 是 多 项 式 , 且 了 Cz) 不 恒 等 
于 0, 而 g( 坟 的 次 数 是 t. 
由 于 引 理 1，f 2) 的 级 与 项 数 p(e) =e' 的 级 一 样 ， 我 
们 记 max |p(2) | =.(r)， 需 要 证 明 
1 Mb) Nn 


reo ” 
设 g(2) 一 co 十 cz 士 … 十 Cr 
05 一 pufcogou 二 sino) 和 ¢=7(c080+isind); 
根据 定理 的 条 件 , ps 一 |cz| 0. 
这 时 我 们 有 


gC) — SB pur*Coos owt isin onXoos kG + ésin 0) 


一 b> pur* [oos(ow bh0) +isin (ow +60)], 


为 了 求 出 p(%) 的 模 , 只 要 在 指数 中 保留 后 一 表达 式 的 实 部 就 
可 以 了 .所 以 


名 pxt*cog (cx 十 KO 


1p(z) | =e 
和 In |p(2)|= Bow cos(an+ BO), 


显然 ,对 固定 的 7 和 0<9<27, 求 出 了 后 一 式 的 最 大 值 , 我 们 
就 得 到 了 In max jg(z)|。 但 是 


nlp(@W | < pr 
一 pr 人 1 十 包 二 于 十 | 如 
因此 ,对 任意 的 8, 0 二 s<< 二 和 >r(e)， 将 有 
Inip(2) |<par" (T+e), 
由 下 In Mi(7)<pnr” (1+), 
设 如 是 圆周 |z| 一 上 的 一 点 , 关于 这 一 点 cos (on 十 00o) 
一 1 (关于 % 存 在 那样 的 点 ; 为 了 我 们 的 目的 只 要 在 其 中 取 一 
个 就 行 了 )， 我 们 有 ， 
In Mi(7r)>lin|g(20) | = pnr" +3 pur* COS (ax 十 10o) 


pogn 一 pwr 
-or[-(es 工 + 鱼 三 
>pnr"(1-- 6)， 当 7 之 r(s) 时 , 
比较 所 得 到 的 估计 ,我 们 推出 ， 
par (1— 8) <In Mi(r)<p.r*(i+t+e), 
再 求 一 次 对 数 , 用 nr 除 , 令 7 一 oo 取 极 限 ,我 们 得 到 
lm PD on, 


站 全 oo 


因此 ,wp(2) 的 级 等 于 网 所 以 已 给 函数 ,Fz) 的 级 也 等 于 mw。 

引 理 3 如 果 g(2) 是 整 函数 ， 并 且 (2) 一 6 的 级 是 有 
穷 的 , 那 末 ,9 ( 纹 是 多 项 式 ,所 以 (2) 的 级 一 定 是 整数 。 

设 2=r(cos9 十 isin8), w(7, 9) 是 函数 9(2) 的 实 部 ， 那 
来 , | 一 ee9 由 此 廿 Fo | 一 7r，0). 

记 max|f (| 二 履 (7) 和 Dax wr, 0) 一 (7)， 那 末 ， 


In MCr) =p(7). (17) 
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设 5 是 /的 级 .这 意味 着 ， 


lim 四 时 于 人- Mr) 0. 
对 任意 的 s>0, 存在 (se) > 二 使 得 当 了 >>rts) 时 ， 
InlInM(r) . 
nr “ots, 
即 InlIn Mr)<In(rts), 
或 mn Mr) < (18) 
由 (47) 和 (18) 推 出 ， 


wr, 0 rits, r>r(e). 
根据 本 节 第 2 段 的 定理 ,gC%) 是 一 个 多 项 式 , 它 的 次 数 n 不 起 
过 5 二 es 的 整数 部 分 , 即 ms< [5-+e]; 因 为 6 任意 小 ,由 此 可 得 ， 
n< [5]. 根 据 引 理 2 函数 (2) 的 级 6 必定 与 n 相等 ;所 以 6 是 
整数 , 


引 理 3 得 证 . 

和 ， 现 在 容易 证 明 关 于 有 穷 级 整 函数 的 毕 卡 小 定理 了 . 并 
且 代 替 方 程 f(z) = 4 而 研究 方程 f(z) 一 4P(z)( 这 里 了 G2) 是 
多 项 式 ), 我 们 给 出 这 一 定理 的 更 一 般 的 形式 ， 首 先 设 整 函数 
的 级 不 是 整数 . 

定理 1 如 果 f(2) 是 超越 整 函 数 ， 它 的 级 是 有 穷 的 但 不 
是 整数 ,而 P(z) 是 不 恒 等 于 震 的 多 项 式 , 那 来 方程 

ff —APC) (19) 

对 任意 的 4( 没 有 任何 例外 ) 孝 有 无 穷 多 个 根 . 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 。 假设 定理 不 真 ， 存 在 一 个 常数 
4=4o, 使 方程 (19) 只 有 有 限 个 要 (也 可 能 一 个 根 也 没有 ). 

这 时 整 函数 2) 一 4oP( 只 有 有 限 个 零点 , 根据 正文 第 
20 段 ,在 这 种 情况 下 了 (9 一 4oPkz) 可 以 表示 为 
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G 一 nm. 


f (2) 一 4oPG) =Q (2)e®, (20) 


f 2 = AoP(z) Qe ®, (21) 
这 里 Q@(2) 是 一 个 不 恒 等 于 零 的 多 项 式 〈 如 果 方 程 f(z) 一 
AoP(z) =0 根本 就 没有 根 的 话 ， 可 认为 它 恒 等 于 蕊 ,8(2) 是 
某 一 个 整 函数 . 

根据 前 段 的 引 理 1， 务 数 了 (%) 的 级 8 一 定 与 函数 exe 的 
级 相等 , 因此 根据 引 理 3, 它 是 整数 , 这 与 定理 的 条 件 相 矛盾 ， 
于 是 , 定理 工 得 证 ， 现在 转向 以 有 有 限 整 数 为 级 的 整 函数 ， 下 
面 的 命题 是 正确 的 . 

定理 2 如 果 f(z) 是 起 越 整 隙 数 ， 它 的 级 是 有 限 整 数 避 ， 
而 卫 () 是 不 恒 竺 于 堆 的 多 项 式 , 那 玉 方 程 

Fe) =AP(s) (22) 
除去 可 能 存在 的 44 的 一 个 例外 值 外 ,对 任何 4 都 有 无 穷 多 个 
根 。 

我 们 假设 定理 不 真 ， 这 时 一 定 至 少 存在 着 两 个 值 w 和 和 
5 寺 4, 使 方程 (22) 只 有 有 限 个 根 . 这 意味 着 整 函 数 一 4 了 (2) 
和 和 A(z) ~2P 只 有 有 限 个 零点 . 因此 可 以 断言 (多 正文 第 20 
段 )， 

f (2) —aP(2) = 2)e"®, fF(2 —bP (2) =Qa(2)e"®, (23) 
这 里 Q@&(z) 和 Wa(z) 是 不 恒 等 于 零 的 多 项 式 , 而 g1(%) 和 gs) 
是 竹 函 数 ， 由 3 的 引 理工 可 得 , e* 和 e”* 的 级 都 等 于 (4) 
的 级 mw。 

根据 8 的 引 理 8 和 引 理 2, 我 们 得 出 函数 gi (2) 和 ga(%) 一 
定 是 n 次 多 项 式 的 结论 . 特别 地 , 由 此 可 得 ”> 圭 因为 在 n=0 
的 情况 下 , 91(%) 和 gx) 就 将 是 常数 , 由 公式 (23) 就 可 推出 Fe) 
是 多 项 式 (而 不 是 超越 整 函 数 )，(23) 的 第 一 式 减 第 二 式 得 到 
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由 此 


Ge 一 se 一 已 一 四 (一 DO ， (24) 
这 里 多 项 式 p(z) = (2 一 4) 了 PW) 不 恒 为 零 ( 因 为 5 天 4%, PP(%) 二 
0). 我 们 的 目的 是 去 证 明 ， 当 和 多项式 全 (2), Qs(2) 和 plz) 都 
不 恒 为 零 ,而 gi(z) 和 gs(2) 是 次 数 ”关上 的 多 项 式 时 ,那样 的 
恒等式 不 可 能 成 立 ， 对 (24) 式 求 导 可 得 
[Q162) + Qe ® — [O22) + Qa(2) 92 (jen® 
—p (2). (25) 
如 果 把 (24) 和 (25) 看 作 是 以 en 和 ez 人 为 未 知 数 的 方程 组 ， 
那 末 ， 这 个 方程 组 的 行列 式 4(z) 是 ， 
A(2) = — Q(z) [Qs (2) + Qal2)g (2)] 
+ Qa(2) [QC2) + QC2) 91(2)] 
= Q(z2)Q1(2) —Q1(2) O22) 
+ Qi(2) Cal2) [gi (2) — 92(2)]. (26) 
我 们 来 证 明 多 项 式 4(x) 考 0。 如 果 不 然 , 在 异 等 式 4(%) 三 0 的 
两 边 除 以 全 (2)Qa(2), 将 有 


Q(z) _ (2) , 
We Oo) + L912) 9a] 一 0， 


两 边 求 积 分 可 得 
Ln 人 +91(2) ~gal(2) =o0nst=0s, (27) 
上 此 是 eta 一 一口 关 0. (28) 
由 公式 (33) 得 出 ， 
2 
所 以 公式 (28) 意 味 着 


faP) 0 
f 2) 一 OO) ” 
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由 此 (1~0)f (2)= (0-b0) PGC). 
因为 2 关 a 所 以 O01， 因此 
JG@) = 329 Ps), 

这 与 假设 相 矛 盾 〈 要 知道 (2) 是 超越 整 函数 ! )， 这 样 一 来 ， 
4(0) 关 0， 关 于 en 和 en 解 方程 组 (24) 和 (25)， 我 们 得 到 
eg) 一 2(2) [Q2 (2) + 和 (2)] + (2)Qa C2) ， 

人 


oo 人 0 一 2 人 (一 Do [1 (2) + QC) g1 (2)] 
4A(z) " 


但 是 这 两 个 等 式 也 售 有 了 矛盾， 因为 它们 的 左边 是 超越 整 函 数 
《它们 的 级 7% 不 低 于 二, 而 左边 是 有 理 函 数 (因此 , 是 多 项 式 ) 
这 就 完成 了 定理 2 的 证 明 . 

5. 第 4 段 定理 1 的 条 件 保证 了 没有 例外 值 , 如果 撤 开 这 
一 条 件 ， 那 末 定 理 1 和 2 这 两 个 定理 可 以 看 作 下 述 定理 的 一 
个 很 特殊 的 情况 ,下 面 的 定理 也 属于 毕 卡 . 

毕 卡 定理 设 p(2) 是 一 个 超越 亚 纯 函数 (特别 地 , 是 一 个 
超越 整 函数 )， 无 论 怎样 的 复数 4, 有限 的 或 无 限 的 ， 除 去 两 
个 可 能 的 例外 ,方程 

9p(z) 一 4 
都 有 无 穷 多 个 根 ， 

如 果 9g 多 是 一 个 整 函数 ， 那 末 ， 无 论 对 于 怎样 的 z 它 都 
不 会 取 ce 值 。 所 以 所 有 的 整 函数 有 一 个 例外 值 4=co， 因 
此 ,根据 上 面 的 定理 , 超越 整 函数 最 多 有 一 个 有 穷 例 外 值 ， 这 
正 是 毕 卡 小 定理 的 内 容 . 

如 果 了 (是 一 个 超越 整 函数 ,了 (2) 是 一 个 不 恒 为 0 的 多 


项 式 , 那 未 亚 纯 函 数 (2 一步 仅 在 有 限 个 点 上 变 为 ce( 在 
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多 项 式 忆 ( 的 过 点 处 )， 记 以 ,首先 值 co 就 是 它 的 一 个 例外 
值 , 由 于 本 眉 的 定理 它 只 可 能 有 一 个 (有 限 的 ) 例 外 值 ， 因 此 
可 以 断言 ,方程 帮 -一 对 每 一 个 什 
4, 可 能 除去 一 个 有 限 的 4 值 ,都 有 无 穷 多 个 根 ， 当 f(s) 的 级 
为 有 穷 时 ,就 是 本 节 第 4 段 所 证 明 的 (定理 工科， 

最 后 ， 设 7o) 和 9(9) 是 两 个 超 赵 整 函 数 ， 它 们 的 比 不 是 


有 理 卫 数 ， 这 就 意味 着 -82 是 超越 亚 纯 函 数 ， 根 据 上 而 的 


定理 可 以 断言 , 方程 .2 一 4， 或 者 (2) 一 4g() 对 任何 4 


有 无 穷 多 个 根 ,最 多 除去 两 个 例外 值 , 这 个 定理 曾 在 正文 的 第 
26 段 提 到 过 . 


$ 2. 周期 台 本 数 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 


6. 在 正文 第 30 段 曾 引用 函数 。 4 ““ 作为 最 简单 的 以 @ 


(wz=0) 为 周期 的 函数 的 例子 ， 设 1 一 e -2 我 们 来 证 明 ， 除 
去 点 i 一 0 外 ,每 一 个 以 @ 为 周期 的 周期 整 画 数 都 可 以 看 作 是 
在 复 平面 t 的 所 有 点 上 的 单 值 解析 函数 ， 事实 上 ，Lnt- 
ey, 由 此 一 到 Lat 当 二 0 时 , 这 是 二 的 (多 值 ) 解 析 


函数 . 因为 在 给 定 t 的 情况 下 , mt 的 所 有 值 都 上 只 差 2wi 的 
整数 倍 , 那 末 对 应 于 同一 个 t 的 一 切 4 值 彼此 差 w 的 整数 信 ， 
所以 它们 都 对 应 于 周期 函数 (2) 的 同一 个 值 ， 因此 , fC) 在 
整个 平面 上 是 t 的 单 值 函 数 , 但 除去 1 一 0 外， 我 们 用 wp (的 来 


pO =fO -f(t). (29) 


-06 …- 


2 (P) 


也 就 是 ， 0 所 以 ， 除 去 原 尽 
”外 ,8 在 平面 的 所 有 点 处 是 解析 函数 ， 对 于 这 种 函数 由 解 
析 函 数 的 一 般 理 论 , 下 述 的 定理 是 正确 的 , 它 是 罗 溉 定理 的 特 
殊 悄 况 ， 

如 果 (四 在 平面 的 所 有 点 上 ， 可 能 除去 点 1 一 0, 是 单 值 
解析 的 , 那 末 它 可 以 表示 为 形 如 


pO = ont (30) 


的 处 处 收 歼 的 广义 暴 级 数 ( 罗 朗 级 数 ) 的 和 ,一 般 说 来, 这 个 和 
中 不 仅 包 爹 志 的 非 负 指数 宕 而 且 也 包含 于 的 负 指数 宕 . 

如 果 我 们 对 级 数 (30) 采用 在 正文 第 10 段 用 过 的 以 积分 
表示 系数 的 方法 ,我 们 就 得 出 下 面 的 公式 ， 


m= | do, (81) 


这 里 点 i 一 r(cosat+issina) 在 t 平面 上 以 正 的 方向 描 过 以 原 
点 为 心 以 7 为 半径 的 圆周 \ 是 任意 正 数 )， 然后 象 第 10 段 
那样 进行 讨论 ,我们 得 出 不 等 式 


[ml < n=—0, +1, +2, 上 8 , (982) 


全 zi, 


这 里 
Pr) =max g(t)|. (33) 

在 我 们 的 情 次 下 
je 和 9 二 -2 
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所 以 由 公式 (30) 得 到 
f(D) Sa -全 (84) 

也 就 是 ,任何 以 四 为 周期 的 周期 整 函数 (2]) 可 以 表示 为 形 如 
(34) 的 处 处 收 敏 的 级 数 的 和 ， 这 个 级 数 的 项 是 带 有 同一 周期 
四 的 最 简单 的 周期 函数 (指数 函数 ) , 

在 这 个 和 中 用 cos(3E ne) tisin (到 ne] 代 楼。 ”并 
适当 地 归并 项 , 我 们 就 可 以 把 f(z) 表示 为 如 下 的 三 角 级 数 的 
和 和 ，; 


fl2) 一 3|4, cos( 开 m) +B， sin(2E m)|. (35) 


我 们 来 证 明 下 面 的 关于 周期 函数 的 基本 定理 ， 

-如果 对 于 某 个 CO>>0, ?>0 和 所 有 足够 大 的 |z| 值 (|z| 之 
屁 )， 以 四 为 周期 的 周期 整 函 数 矿 (2) 满足 形 如 

的 [<0e 全 ” (86) 

的 不 等 式 , 那 末 (2) 一 定 是 级 不 高 于 p= 二 上 y](y 的 整数 部 分 》 
的 三 角 多 项 式 。 

我 们 利用 不 等 式 (32) (类 似 于 其 级 数 系数 的 柯 西 不 等 式 ) 
来 证 明定 理 。 

我 们 指出 ,在 目前 的 情况 下 ， 


p(n) =max lp(D | =max | /32 
为 了 偿 助 不 等 式 (86) 来 估计 这 个 量 ,我 们 首先 研究 在 |#| 一 7， 
也 就 是 在 t=r《cosa+isine) 的 情况 下 37 Lnt 的 值 ， 这 里 
0<a<2w. 我 们 有 
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~- Ln) |. 


如 0 
Hi Lt my (In|t|+iArgdt) 
Ww ，， 


oO 他 
二 二 In 7, 


所 以 丰 ( 弃 ， Int)-f( 吝 wthot er Inr) 


-/( 名 w+ 地 7 nr), 
因为 kw 是 (2) 的 周期 。 因此 ， 


/这 十 


KW(7) = max 


设 z 一 区 @ 十 了 Tr, 我 们 指出 , |z| = ol |Inr 十 ia| 不 仅 


随 着 7 一 oo 而 无 限 增长， 而 且 也 随 着 7 一 0 而 无 限 增长 .所 
以 可 以 认为 |z| 之 Bo 或 者 对 足够 大 的 7 之 71 守 或 者 对 于 足够 
小 的 + 过 rs<1 成 立 ， 在 每 一 种 情况 下 都 可 利用 (36) 来 估计 
|fC2)|。 因为 0<a<2w, 我 们 有 
|f(2) | <Oer Inrtial < Oer nrlt2n) 

设 Ce 一 01， 把 这 个 不 等 式 改 写 为 

|f 2) 1 <Caerm (88) 
如 果 , 例如 7>ri>1 那 末 1In7| lnr 及 er = 因此， 

pl) ~=max|f (2) |<OwY, 


由 (81) [lol<-2 


显然 ， 如 果 %>2= [y]， 那 末 ny] 1, 所 以 当 7 一 0 
时 ,不 等 式 的 右边 趋 近 于 零 . 因此 ， 
当 m>2 时 , ws 一 0， 即 


mn") |. (37) 


DoD 
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UpTI 一 Op43 一 CHL3 一 … 一 0. (89) 
今 设 7<ms<14， 这 时 |In7| 一 In 十, 不 等 式 (38) 就 表示 


为 ; |fG2) | 过 C4rY. 因此 ,wm 一 max|f(2) | 过 O47. 由 (C81) 
| a < Y 
把 %w 取 作 比 一 p= 一 [小 的 负 值 ,这 时 n<< 一 p 一 十 , 因为 2 十 
i=[7] 十 1>7y, 所 以 一 7 一 +4< 一 7 则 nn 过 一 7 一 nn 一 7 之 上 所 
以 当 了 一 0 时 ,7 一 0， 因 此 

当 NN 之 —D 时 ， tn = 0, 项 ! 

Oo-1 一 0_0 9 一 和-0-3 一 …… 一 (0. (40) 

考虑 到 (39) 和 (40) ,我们 肯定 , 无 穷 级 数 (34) 归结 为 一 个 

有 限 和 


一 一 CO 


27s 27i yy 


f (2)= ae » , (34 


用 cos( -地 m2) +isin (2 ns) 代 起 ee 合并 同 效 
项 (并 且 利用 正弦 和 余弦 的 奇偶 性 ), 最 后 我 们 得 到 
7 从 =ao+| hicos( 2 2)+B sin( SEz)| + 


十 | 4， cos( 2 Ze) 十 .DB， sin (2 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
我 们 指出 逆 定 理 同 样 正 确 ， 
如 果 了 (人 是 一 个 p 次 三 角 多 项 式 , 即 了 (一 宝 ae 
有 林 , 有 在 一 个 正 雪 ,使得 时 于 所 有 的 省 
ff |<00 er ", 


事实 上 ， 
— 100— 


2 | Jal 


2 了 _2m yat 
[fC(2)|< Blale 1 < ale lai 
-了 一? 


27T 


— Oe To 2 (41) 
p 
这 里 C=>1onl. 
-Pp 


所 以 不 满足 基本 定理 条 件 的 周期 函数 不 可 能 是 三 角 多 项 
式 . 因为 在 任何 情况 下 它 都 可 玫 示 为 形 如 
jc) -名 ne 六 ™ 
的 级 数 ， 所 以 在 这 个 级 数 中 有 无 穷 多 个 系数 不 为 0， 
?， 设 /2 是 整 函数 。 如 果 它 是 多 项 式 ， 那 示 对 它 来 说 
就 存在 代数 加 法 定理 
事实 上 ,利用 高 等 代数 * 中 指出 的 方法 ,可 以 从 方程 
VW—f (21) 一 0， 
4 一 六 (za) =0, (42) 
wo—f (ote) 一 0 
中 消去 变量 为 和 如， 结果 我 们 就 得 到 了 一 个 ?之 间 的 


代数 关系 式 ， 
Plw, v, W) =0 


(P(w, v0, ww) 是 多 项 式 ). 
现在 设 Fo) 是 一 个 超越 整 函数 ， 我 们 来 证 明 ,， 如 果 它 具 
有 代数 加 法 定理 , 那 末 这 个 函数 一 定 是 周期 的 。 这 个 论断 构 
成 了 维尔 斯 特 拉 斯 当初 所 证 的 一 个 定理 的 实质 性 部 分 . 
我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
如 果 polwWw, 0) 手 0 是 一 个 刀 和 的 多 项 式 , 那 末 丰 在 无 穷 
多 2 4 值 , 使 得 Polw, 人 关于 不 恒 为 零 . 
设 po 0) =goltO oT 二 gD , 
* 例如 见 A. 工 库 洛 什 著 <《 高 等 代数 教程 >。 
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这 里 goG0，…，9m(O) 是 多 项 式 ,并 且 go( 习 灶 0. 

如 果 golw) 的 苦 等 于 s， 那 末 存 在 着 不 超过 s 个 不 同 的 
值 使 go(w) 一 0。 有 无 穷 多 个 % 的 值 不 同 于 这 s 个 值 , 它们 都 
使 go( 屿 关 0, 因此 多 项 式 go( 史 十 生 ( 罗 加 十 … 十 go 人 不 
恒 等 于 零 . 引 理 得 证 . 

现在 设 关 于 ,2 的 加 法 定理 具有 下 面 的 形式 ， 

Pu, 9, W) = Wpol, VF a0 pe, 全 

十 … 十 Dn, 9) =0, (48) 
这 里 polw, 0) 在 0, pi (Ww 90)，，…, Pn(w, 9) 是 多 项 式 ， 根 据 引 
理 可 以 求 出 无 穷 多 个 不 同 的 w% 的 值 ， 其 中 每 一 个 都 使 po (vw, 
2) 才 0 关于 4 成立， 如 果 & 和 是 两 个 这 样 的 值 , 那 末 , 根据 
毕 卡 小 定理 ,方程 

JJ)=a 或 Je) 一 5 (a#56) 

当中 至 少 一 个 有 无 穷 多 个 根 。 我们 假定 ,方程 

f (2)=0 (44) 
是 这 种 情况 .这 时 可 以 指出 这 个 方程 的 十 1 个 不 同 的 
根 ; 61，cs,…，cCn+i， 于 是 , po(4, 候 半 0 入 (on 一 Fes) 一 … 
一 (orai) 一 0, 这 里 061, C9, …, Cnt1 是 两 两 不 相等 的 ， 

在 (48) 中 设 
w=f(c) 一 0 v=f(2) 和 w=f(eyt+2), 
我 们 得 到 
Polg, f 2)] LF et2)] + po, fC2)] LF ort2)I"+ 
十 十 [ao f2)1=0 (7=1, 2,.%, n+1),. (48) 

如 果 % 一 f (2%) 不 是 方程 polw, 切 的 根 (这 种 巧合 不 会 超过 上 个 
函数 f(z) 的 值 ，t 是 po (wo 人 轨 关于 4 的 方 突 )， 那 末 po[a, 
了 (1 天 0, 从 而 方程 
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Polg, f (2) 1 + pTo, F(z] 
十 … 十 2[a, f (2)] =0 (48") 
关于 w 是 mn 次 短 的 .所 以 它 有 不 多 于 个 不 同 的 根 ， 另 一 方 
面 , 由 于 (48, n 十 1 个 数 
F012), fest2), 1, fenrit2) 

中 的 每 一 个 一 定 都 满足 这 个 方程 ， 由 此 可 得 , 这 些 数 中 至 少 
有 两 个 彼此 相等 ， 例 如 , 设 

jc 十 们 —f (cpt2), crF0, (45) 
如 果 取 另外 一 个 值 % 兰 z， 那 来 对 它 得 到 另外 一 对 指标 7 和 
2 并 有 

f (ert2) =f 0+), cpp, 

我 们 将 用 圆 |z| <1 内 的 任何 点 作为 ,但 这 些 4 要 使 0 一 了 (2) 
的 值 不 与 方程 z(w ?) =0 的 个 根 中 的 任何 一 个 相 重 合 . 这 
拌 的 例外 值 只 有 有 限 个 ;所 以 可 得 到 无 穷 多 个 不 同 的 > 以 及 
和 它们 相对 应 的 满足 关系 式 (45) 的 指标 对 j 和， 并 且 Ts 
j<n 二 i 和 1<h<n 十 4。 因为 一 切 可 能 不 同 的 指标 对 只 有 有 
限 个 (就 是 ，- 人 2 二)， 所 以 至 少 有 一 对 指标 ， 例 如 加 和 如 
对 圆 |z| < 无 穷 多 个 点 z 是 重复 的 。 因此 , 这 无 穷 多 个 点 % 
将 满足 等 式 

Je 十 人 =f Cp, tH), Cn, 天 Cr (45’) 
这 里 指标 各 和 如 不 随 z 改变 ， 因 为 flej 十 z) 和 ou 十 分 是 
2 的 整 函数 ， 所 以 由 它们 在 圆 jz| <1 内 的 无 穷 多 个 点 处 的 值 
相等 可 得 , 它们 彼此 恒 等 ( 兄 正文 第 21 段 整 函数 的 唯一 性 定 
理 ). 

这 样 一 来 ， 
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(el 十 人 二 Fey +2) (48) 
或 设 oo- 一, 因此 ou 二 2 一 om 一 ch 十 Z， 
js 让 ET(on 一 or)]。 (46) 
由 此 我 们 看 到 了 , ®@ 一 op, 一 cj, 天 0 是 了 2) 的 周期 , 芭 f(z) 
是 一 个 周期 函数 . 
8. 但 是 不 是 一 切 超越 整 函数 都 具有 加 法 定理 ， 维 尔 斯 
特 拉 斯 定理 进一步 断言 ,那样 的 函数 一 定 是 三 角 多 项 式 , 因此 
就 满足 形 如 (836) 的 不 等 式 ， 定 理 这 一 部 分 的 证 明 与 已 证 明 过 
的 部 分 基于 同样 的 思想 ， 但 是 要 求 对 周期 函数 有 更 深刻 的 认 
识 , 并 且 基 点 不 在 毕 卡 小 定理 而 在 所 朝 毕 卡 大 定理 我们 指 
出 , 根据 完全 形式 的 维尔 斯 特 拉 斯 定理 , 周期 整 函数 e( 它 的 
周期 显然 是 20 引 不 服从 代数 加 法 定理 , 正 是 因为 它 的 模 的 最 
大 值 增长 得 太 快 ( 见 正文 第 17 段 )， 
最 后 , 整 函 数 的 维尔 斯 特 拉 斯 定理 可 这 样 狼 述 ， 
维尔 斯 特 拉 斯 定理 ”如果 超越 整 孙 数 f() 服 从 代数 加 法 
定理 , 那 未 筷 一 定 是 三 角 多 项 式 ， 
首 命题 同样 正确 , 每 一 个 三 角 多 项 式 服从 代数 加 法 定理 ， 
事实 上 , 设 


8 
f= So ", (a7) 
这 里 m 是 复 系数 . 不 管 到 怎样 的 为 和 %, 都 可 写 出 
二 了 7 no +D pa 
UPA ?© ,VBAae 0 ,| 
-Pp 一 了 
9 2 aaa) (48) 
WO— DI © 
-PD 


为 简单 起 见 , 设 e “一 友和 6 ”一 如 ， 这 时 关系 式 (48) 可 
改写 为 下 面 的 形式 
— {04— 


十 男 


二 
WU— St=0, v9— Dlat=0, 
一 和 


了 
ee] 


+ 
2 一 人 ao 好友 一 0， (49) 
一 卫 


或 党 , 消去 石和 ts 的 负 次 短 化 为 形式 
utp— (Gp tgstit tt") =0, 
— (@_yte_ pritat + ot2?) 一 0， (50) 
tt Ga gtititat +t pt?t2?) =0, 
由 这 个 含有 5 个 未 知 数 三 个 方程 式 的 方程 组 中 可 以 消去 志和 
ta, 结果 得 到 一 个 4% %, 满足 的 代数 方程 式 ， 
Pu, 9, Ww)=0, 
这 就 是 三 角 多 项 式 (47) 的 加 法 定理 。 


一 705 一 


